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MOC TESTÓW NIEZALE NO CI 
W TABLICY DWUDZIELCZEJ WI KSZEJ NI  2 × 2

1. WPROWADZENIE

Moc testów niezale no ci to prawdopodobie stwo odrzucenia hipotezy zerowej H0, 
gdy nie jest ona prawdziwa. W ka dym popularnym podr czniku ze statystyki znajduj  
si  informacje o m.in. takich testach jak: niezale no ci, t Studenta, Ko mogorowa 
czy Behrensa-Fishera. Nie sposób nie zgodzi  si  zatem z tez , e testy niezale no-
ci – obok wspomnianych wcze niej testów – s  zapewne najcz ciej stosowanymi 

narz dziami statystycznym. Dane do testów niezale no ci aran uje si  w postaci tablic 
dwudzielczych (TD).

W pracy porównano rodzin  sze ciu tzw. „statystyk chi-kwadrat” – w sk ad której 
wchodzi powszechnie znana i cz sto stosowana statystyka 2 Pearsona – ze statystyk  
modu ow  zaproponowan  w Sulewski (2013). Pearson w statystyce 2 u y  kwadratu 
dlatego, aby móc skorzysta  z rozk adu chi-kwadrat jako miary rozbie no ci. Kwadrat 
u yty w liczniku statystyki 2 powoduje równie , e du e rozbie no ci mi dzy liczeb-
no ci  empiryczn  a oczekiwan  s  jeszcze wi ksze, a ma e rozbie no ci jeszcze 
mniejsze. Innym celem jego zastosowania by o unikni cie wzajemnego niwelowania 
si  rozbie no ci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchyle  mo na u y  tak e 
ich warto ci bezwzgl dnej, st d narodzi  si  pomys  na statystyk  modu ow .

W Sulewski (2014) pokazano, e tzw. „statystyki chi-kwadrat”: 2 Pearsona, G2 ilo-
razu wiarygodno ci, N Neymana, KL Kullbacka-Leiblera, FT Freemana-Tukeya oraz 
CR Cressiego-Reada, maj  rozk ad chi-kwadrat dla próbek licz cych przynajmniej 
kilkaset elementów. Korzystanie ze „statystyk chi-kwadrat” – szczególnie dla ma ych 
próbek – wi e si  ze stosowaniem ró nego rodzaju ogranicze . Np. ze statystyki 

2 Pearsona w tablicach dwudzielczych wi kszych ni  2 × 2 mo na korzysta , gdy 
wszystkie liczebno ci oczekiwane s  nie mniejsze od 1oraz gdy nie wi cej ni  20% 
tych warto ci jest mniejsze ni  5 (Yates i inni, 1999; Shier, 2004). Zdaniem Cochran’a 
(1952) statystyk  2 Pearsona dla tablic wi kszych ni  2 × 2 mo na stosowa , gdy 
przynajmniej jedna z liczebno ci oczekiwanych jest wi ksza ni  5. W celu zniesie-
nia powy szych ogranicze  w niniejszej pracy zaproponowano wyznaczanie warto ci 
krytycznych na drodze symulacji komputerowych metod  Monte Carlo. Wyznaczanie 
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warto ci krytycznych na podstawie np. 100.000 warto ci statystyki testowej – w dobie 
wydajnych komputerów z procesorami wielordzeniowymi – nie stanowi problemu, bo 
trwa kilkadziesi t sekund.

Wymienione powy ej testy porównano ze wzgl du na ich moc – czyli zdolno ci 
TD w × k do odrzucenia H0 mówi cej o tym, e nie ma zwi zku mi dzy cechami X 
i Y. Do wyznaczenia mocy testów tablice dwudzielcze w × k generowano za pomoc  
metody s upkowej oraz zaproponowano miar  nieprawdziwo ci H0 przyjmuj c  ró ne 
warto ci dla danego schematu wyznaczania prawdopodobie stw pij (i,j = 1,2), dla 
których H0 jest nies uszna.

Niniejsza praca jest kontynuacj  rozwa a  podj tych w Sulewski (2016), gdzie 
omawian  tematyk  zastosowano dla TD 2 × 2. Pierwszym celem pracy jest przed-
stawienie teorii dotycz cej testów niezale no ci dla TD w × k, drugim celem – wpro-
wadzenie miary nieprawdziwo ci H0 oraz porównanie jako ci testów za pomoc  ich 
mocy. Praca sk ada si  z dwóch cz ci. W cz ci I realizowany jest cel pierwszy, 
zdefiniowano w niej TD w × k oraz siedem testów niezale no ci, opisano sposób 
generowania TD i wyznaczania warto ci krytycznych. W cz ci II realizowany jest 
cel drugi, zdefiniowano w niej miar  nieprawdziwo ci H0 oraz wyznaczono moc ana-
lizowanych testów niezale no ci w celu wy onienia najlepszego testu.

2. TABLICA DWUDZIELCZA w × k

Tabela 1 przedstawia tablic  dwudzielcz  w × k, która sk ada si  z warto ci nij 
(i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k) rozk adu cznego cech X i Y takich, e .

Tabela 1.
Tablica dwudzielcza w × k liczebno ci

Cecha X
Cecha Y

Razem
Y1 Y2 ... Yk

X1 n11 n12 ... n1k n1•

X2 n21 n22 ... n2k n2•

... ... ... ... ... ...

Xw n12 n12 ... nwk n12

Razem n•1 n•2 ... n*k n

ród o: opracowanie w asne.

Liczebno ci oczekiwane i-tego wiersza i j-tej kolumny wyznacza si  ze wzoru

 , (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k). (1)
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Tablic  dwudzielcz  w × k mo na tak e przedstawi  wykorzystuj c prawdopodo-
bie stwa pij (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k) takie, e . W odniesieniu do 
tabeli 1 warto ci te wyznaczane s  ze wzoru pij = nij / n (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k).

Generacj  TD w × k niezb dn  do przeprowadzenia symulacji i wyznaczenia mocy 
testów przeprowadzono metod  s upkow . W tym celu przedzia  (o,1  podzielono 
na w  k podprzedzia ów o szeroko ciach równych warto ci prawdopodobie stw pij 
w taki sposób, e pierwszy podprzedzia  ma szeroko  p11, drugi – p12, …, k-ty 
– p1k,…, ostatni – pwk. Wielko ci pij spe niaj  oczywi cie warunek normalizacji 

 i dobrano je w taki sposób, aby uzyska  dan  warto  miary 
nieprawdziwo ci H0.

Ka da z n wygenerowanych liczb losowych równomiernych „wpada” do jed-
nego z podprzedzia ów i tym samym zostaje o jedn  zwi kszona liczba obiektów 
w odpowiadaj cej temu podprzedzia owi komórce TD. Wielko ci nij spe niaj ce rów-
no   s  liczebno ci  obiektów w poszczególnych komórkach TD. 
Rysunek 1 przedstawia schemat wype niania komórek TD 4 × 2 dla liczebno ci próby 
n = 2000 i miary nieprawdziwo ci H0 równej 0, czyli pij = 0,125 dla ka dego i = 1,2,…,4; 
j = 1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadaj c  temu schematowi tablic  dwudzielcz .

p11 p12 p21 p22 p31 p32 p41 p42

n11 = 264

0 0,125 0,25 0,325 0,5 0,625 0,75 0,875 1

n12 = 245 n21 = 245 n22 = 231 n31 = 274 n32 = 253 n41 = 252 n42 = 236

n = 2000 liczb losowych równomiernych

Rysunek 1. Schemat wype niania komórek TD 4 × 2
ród o: opracowanie w asne.

Tabela 2.
Tablica dwudzielcza w × k otrzymana metoda s upkow

Cecha X
Cecha Y

Razem
Y1 Y2

X1  264 245  509

X2  245 231  476

X3  274 253  527

X4  252 236  488

Razem 1035 965 2000

ród o: opracowanie w asne.
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3. TESTY  NIEZALE NO CI W TABLICY DWUDZIELCZEJ w × k

Do badania niezale no ci cech X i Y w TD w × k skorzystano ze statystyki modu-
owej b d cej modyfikacj  statystyki 2 Pearsona (Sulewski, 2013):

  (2)

oraz z rodziny statystyk, które dla TD w × k maj  asymptotyczny rozk ad chi-kwadrat 
z (w-1)(k-1) stopniami swobody i dlatego s  okre lane mianem „statystyk chi-kwadrat” 
(Cressie, Read, 1984). S  to:
1) Powszechnie znana i cz sto stosowana statystyka 2 Pearsona (Pearson, 1900)

 ; (3)

2) Statystyka G2 ilorazu wiarygodno ci (Sokal, Rohlf, 2012)

 ; (4)

3) Statystyka N Neymana (Neyman, 1949)

 ; (5)

4) Statystyka KL Kullbacka-Leiblera (Kullback, 1959)

 ; (6)

5) Statystyka FT Freemana-Tukeya (Freeman, Tukey, 1950)

 ; (7)

6) Statystyka CR Cressiego-Reada (Cressie, Read, 1984)

 . (8)
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Charakterystyk  statystyk „chi-kwadrat” dla tablic dwudzielczych, trójdzielczych 
i czterodzielczych wraz z implementacj  komputerow  mo na znale  w pracy 
Sulewskiego (2014).

W Sulewski, Motyka (2015a), korzystaj c z metody Monte Carlo, porównano 
jako  „statystyk chi-kwadrat” wyra on  w funkcji mocy przy za o eniu, e statystyki 
te – jak  twierdz  ich autorzy – podlegaj  rozk adowi chi-kwadrat. Badania wykaza y, 
e jako  testu 2 Pearsona oraz CR Cressiego-Reada jest porównywalna i znacznie 

lepsza od pozosta ych.
Liczebno ci nij (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k) w TD w × k s  zmiennymi losowymi. 

Godnym uwagi jest, e zmienne losowe b d ce odwrotno ci  lub ilorazem zmien-
nych losowych nie posiadaj  warto ci oczekiwanej i w konsekwencji tak e niektórych 
momentów wy szych rz dów. Rozk ad chi-kwadrat – jak powszechnie wiadomo – 
posiada wszystkie momenty. 

Ponadto po danym jest, aby poszczególne sk adniki statystyki testowej – gdy H0 
o niezale no ci cech X i Y jest s uszna – by y tego samego znaku i jak najbli sze 0. 
Sk adniki statystyk (4), (6) i (8) s  ró nego znaku i wzajemnie si  rekompensuj  i tylko 
dla bardzo du ych prób podlegaj  rozk adowi chi-kwadrat (Sulewski, 2014). Aby to 
pokaza  metod  s upkow  opisan  powy ej wygenerowano tablic  dwudzielcz  3 × 3 
o liczebno ci próby n = 150, gdy hipoteza H0 o niezale no ci cech X i Y jest s uszna, 
czyli pij = 1/9(i,j = 1,2,3). Tabela 3 przedstawia warto ci poszczególnych sk adników 
„statystyk chi-kwadrat” (warto ci ujemne pogrubiono).

Tabela 3.
Warto ci sk adników „statystyk chi-kwadrat”

Sk adnik 2 G2 N KL FT CR

i=1, j=1 0,029 1,362 0,028 -1,305 0,007 0,829

i=1, j=2 0,003 0,429 0,003 -0,424 0,001 0,259

i=1, j=3 0,060 -1,698 0,065 1,823 0,016 -0,995

i=2, j=1 0,381 -4,933 0,444 5,755 0,103 -2,813

i=2, j=2 0,616 -6,652 0,741 8,003 0,169 -3,755

i=2, j=3 2,547 14,901 1,816 -10,620 0,534 10,030

i=3, j=1 0,250 4,240 0,222 -3,769 0,059 2,647

i=3, j=2 0,638 7,481 0,538 -6,312 0,146 4,753

i=3, j=3 2,202 -8,301 3,699 13,945 0,702 -4,210

Razem 6,726 6,829 7,556 7,095 1,735 6,744

ród o: opracowanie w asne.
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4. WYZNACZANIE WARTO CI KRYTYCZNYCH

W okresie ostatnich kilkudziesi ciu lat zaproponowano ró ne testy niezale no ci 
dla tablic dwudzielczych oraz okre lono warunki ich stosowalno ci szczególnie dla 
ma ych prób, które najcz ciej s  przedmiotem bada  statystycznych. W dobie coraz to 
szybszych komputerów z procesorami wielordzeniowymi oraz rozbudowan  pami ci  
operacyjn , mo na za pomoc  stosownego oprogramowania znie  te ograniczenia 
i drog  symulacyjn  wyznaczy  warto ci krytyczne. 

Przy wyznaczaniu warto ci krytycznych, gdy mi dzy cechami nie ma zwi zku, 
zawarto  tablic dwudzielczych w × k o liczebno ci próby n generowano za pomoc  
metody s upkowej przyjmuj c pij = 1/(w  k) (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k). Dla ka dej 
TD w × k obliczono r = 105 warto ci ka dej analizowanej statystyki testowej , które 
nast pnie uporz dkowano w kolejno ci rosn cej. Warto  krytyczn  na poziomie istot-
no ci  = 0,1 wyznaczono ze wzoru:

 . (9)

Tak du a liczba powtórze  r przy wyznaczaniu warto ci statystyki testowej zapew-
nia uzyskanie dok adnego wyniku. 

5. MOC TESTU 

Moc testu to prawdopodobie stwo odrzucenia hipotezy zerowej H0, gdy nie jest 
ona prawdziwa. Moc testu zale y od liczebno ci próby – im liczniejsza próba, tym 
wi ksza moc. Moc testu zale y tak e od poziomu istotno ci testu – im ni szy poziom 
istotno ci, tym mniejsza moc testu. Moc testu zale y równie  od si y zwi zku mi dzy 
cechami – im wi ksza si a zwi zku, tym wi ksza moc testu. Wi cej informacji o mocy 
testu znale  mo na m.in. w Sulewski (2015b).

W celu wyznaczenia mocy testu – czyli zdolno ci TD do odrzucenia hipotezy 
mówi cej o tym, e nie ma zwi zku mi dzy cechami X i Y – gdy w istocie zwi zek 
jest, niezb dna jest generacja tablic dwudzielczych. Dane podlegaj ce opracowaniu 
musz  by  danymi pochodz cymi z generatora liczb losowych, a nie danymi wzi -
tymi z praktyki. Uwzgl dniaj c narzucon  si  zwi zku mi dzy cechami wyra on  za 
pomoc  miary nieprawdziwo ci H0 danej wzorem

 , (10)

do wype nienia TD w × k skorzystano z metody „s upkowej” wykorzystuj cej praw-
dopodobie stwa pij (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k). 

Znaj c warto  statystyki testowej  dla ró nych liczebno ci próby n wyznaczono 
moc testu za pomoc  wzoru m = u/r, gdzie u okre la liczb  tych spo ród r = 105 
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wszystkich mo liwych przypadków, kiedy to warto  statystyki testowej  jest nie 
mniejsza od warto ci krytycznej cv .

Hipoteza zerowa H0 – mówi ca o tym, e mi dzy cechami X i Y w TD w × k nie 
ma zwi zku – jest s uszna, gdy pij = pi•  p•j dla i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k. Zatem miara 
(10) przyjmuje warto  0, gdy hipoteza H0 jest s uszna. Im wi ksze warto ci mn, tym 
wi ksza jest mo liwo  fa szywo ci H0.

Do wyznaczenia mocy testu dla TD w × k skorzystano z ró nych schematów 
wyznaczania prawdopodobie stw pij (i = 1,2,…,w; j = 1,2,…,k), dla których hipoteza 
zerowa H0 jest nies uszna. Prawdopodobie stwa te – jak równie  przedzia y zmienno-
ci miary mn dla omawianych schematów – przedstawiono w tabelach 5, 7, 9, 11, 13. 

Wynika z nich, e miara nieprawdziwo ci hipotezy H0 zmienia si  w ró nych prze-
dzia ach. Minimalna liczebno  próby dla danej TD i dla danego schematu zosta a tak 
dobrana, aby liczebno ci oczekiwane by y ró ne od zera. Maksymaln  warto  próby 
ustalono tak, aby uzyska  maksymaln  moc testu.

Dla statystyki modu owej | | oraz dla „statystyki chi-kwadrat” o najwi kszej mocy, 
uzyskane wyniki porównano za pomoc  testu o równo ci prawdopodobie stw stawia-
j c hipotez  zerow , e moce testów s  równe, czyli ró nice s  statystycznie nieistotne. 

TABLICA DWUDZIELCZA 2 × 3

Tabela 4.
Schematy prawdopodobie stw ukazuj ce zwi zek mi dzy cechami dla TD 2 × 3

Schemat A p0 = 1/6, p = p0/10, k = 0,1,…,9

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po po

X2 po po po + k p

Schemat B

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po – k p po

X2 po po + k p po + k p

Schemat C

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po – k p po

X2 po + k p po + k p po

Schemat D

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po po + k p

X2 po + k p po po – k p po

ród o: opracowanie w asne.
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I II

III IV

V VI

VII VIII
Rysunek 2. Moc testów niezale no ci dla TD 2 × 3 oraz liczebno ci próby n

I. Schemat A, n = 125
II. Schemat A, n = 150
III. Schemat B, n = 125
IV. Schemat B, n = 150

V. Schemat C, n = 50
VI. Schemat C, n = 75
VII. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 40

ród o: opracowanie w asne. 
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Tabela 5.
Miara nieprawdziwo ci H0 dla TD 2 × 3 i k = 0,1,...,9

Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D

mn2 × 3 = k / 45 mn2 × 3 = mn2 × 3 = 2k / 45 mn2 × 3 = k / 15

mn2 × 3  0;0,2 mn2 × 3  0;0,28 mn2 × 3  0;0,4 mn2 × 3  0;0,6

ród o: opracowanie w asne.

Rysunek 2 przedstawia zale no  mocy testów niezale no ci od miary mn dla TD 
2 × 3, na poziomie istotno ci  = 0,1 i liczebno ci próby n.

Z rysunku 2 wynika, e „statystyki chi-kwadrat” dla TD 2 × 3 maj  podobn  moc, 
a wyst puj ce mi dzy nimi ró nice s  statystycznie nieistotne. Dla schematu A ró -
nice mi dzy statystyk  | |, a pozosta ymi analizowanymi statystykami s  statystycznie 
istotne dla mn  0,133;0,178 . Dla schematu B oraz n = 125, n = 150 ró nice te 
s  statystycznie istotne odpowiednio dla mn  0,147;0,280  i mn  0,111;0,231 . 
Dla schematu C statystyka | | ma istotnie wi ksz  moc od pozosta ych statystyk, 
gdy mn  0,222;0,4 . Dla schematu D ró nice mi dzy statystykami s  statystycznie 
nieistotne.

TABLICA DWUDZIELCZA 2 × 4

Tabela 6.
Schematy prawdopodobie stw ukazuj ce zwi zek mi dzy cechami dla TD 2 × 4

Schemat A p0 = 1/8, p = p0/10, k = 0,1,…,9

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po po po

X2 po po po po + k p

Schemat B

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p po po

X2 po po po + k p po + k p

Schemat C

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p po po

X2 po + k p po + k p po po
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Schemat D

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p po + k p po + k p

X2 po + k p po + k p po – k p po – k p

ród o: opracowanie w asne.

Tabela 7.
Miara nieprawdziwo ci H0 dla TD 2 × 4 i k = 0,1,...,9

Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D

mn2 × 4 = k / 40 mn2 × 4 = k2 / 400 mn2 × 4 = k / 20 mn2 × 4 = 3k / 40

mn2 × 4  0;0,225 mn2 × 4  0;0,2025 mn2 × 4  0;0,45 mn2 × 4  0;0,675

ród o: opracowanie w asne.

Rysunek 3 przedstawia zale no  mocy testów niezale no ci od miary mn dla 
TD 2 × 4, na poziomie istotno ci  = 0,1 i liczebno ci próby n.

Z rysunku 3 wynika, e dla schematów A, C, D „statystyki chi-kwadrat” dla 
TD 2 × 4 maj  podobn  moc, a wyst puj ce mi dzy nimi ró nice s  statystycznie nie-
istotne. Dla schematu A statystyka | | charakteryzuje si  wi ksz  moc  ni  pozosta e 
statystyki, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 175 i mn = 0,175. 
Podobna sytuacja jest dla schematu B, gdy mn  0,09;0,203 . Dla schematu C ró nica 
istotna statystycznie na korzy  statystyki modu owej jest dla n = 50 i mn  0,3;0,45  
oraz n = 100 i mn  0,3;0,35 . Dla schematu D ró nice mi dzy statystykami s  nie-
istotne statystycznie.

Tabela 6. (cd.)
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I II

III IV

V VI

VII VIII
Rysunek 3. Moc testów niezale no ci dla TD 2 × 4 oraz liczebno ci próby n

I. Schemat A, n = 150
II. Schemat A, n = 175
III. Schemat B, n = 150
IV. Schemat B, n = 200

V. Schemat C, n = 50
VI. Schemat C, n = 100
VII. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 50

ród o: opracowanie w asne. 
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TABLICA DWUDZIELCZA 3 × 3

Tabela 8.
Schematy prawdopodobie stw ukazuj ce zwi zek mi dzy cechami dla TD 3 × 3

Schemat A p0 = 1/9, p = p0/10, k = 0,1,…,9

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po – k p / 2 po

X2 po – k p / 2 po po + k p / 2

X3 po po + k p / 2 po + k p

Schemat B

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po – k p po

X2 po po po

X3 po + k p po + k p po

Schemat C

Y1 Y2 Y3

X1 po – k p po po + k p

X2 po po po

X3 po + k p po po – k p

ród o: opracowanie w asne.

Tabela 9.
Miara nieprawdziwo ci H0 dla TD 3 × 3 i k = 0,1,...,9

Schemat A Schemat B Schemat C

mn3 × 3 = k2 / 900 mn3 × 3 = 0,02963  k mn3 × 3 = 2k / 45

mn3 × 3  0;0,09 mn3 × 3  0;0,2667 mn3 × 3  0;0,04

ród o: opracowanie w asne.

Rysunek 4 przedstawia zale no  mocy testów niezale no ci od miary mn dla 
TD 3 × 3, na poziomie istotno ci  = 0,1 i liczebno ci próby n.

Z rysunku 4 wynika, e dla schematów B, C „statystyki chi-kwadrat” dla TD 3 × 3 
maj  podobn  moc, a wyst puj ce mi dzy nimi ró nice s  statystycznie nieistotne. 
Dla schematu A statystyka | | charakteryzuje si  wi ksz  moc  ni  statystyka N, 
jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 300 i mn  0,04;0,09  oraz 
n = 400 i mn  0,028;0,09 . Statystyka | | charakteryzuje si  tak e wi ksz  moc  
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od pozosta ych statystyk dla schematu B i przewaga ta jest statystycznie istotna dla 
mn  0,148;0,267 . Dla schematu C „statystyki chi-kwadrat” maj  wi ksz  moc od 
statystyki modu owej, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna tylko dla n = 50 
i mn = 0,311. 

I II

III IV

V VI

Rysunek 4. Moc testów niezale no ci dla TD 3 × 3 oraz liczebno ci próby n
I. Schemat A, n = 300
II. Schemat A, n = 400
III. Schemat B, n = 75

IV. Schemat B, n = 100
V. Schemat C, n = 50
VI. Schemat C, n = 75

ród o: opracowanie w asne. 
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TABLICA DWUDZIELCZA 3 × 4

Tabela 10.
Schematy prawdopodobie stw ukazuj ce zwi zek mi dzy cechami dla TD 3 × 4

Schemat A p0 = 1/12, p = p0/10, k = 0,1,…,9

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p / 2 po – k p / 3 po

X2 po – k p / 2 po po po + k p / 2

X3 po po + k p / 3 po + k p / 2 po + k p

Schemat B

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p po po

X2 po po po po

X3 po + k p po + k p po po

Schemat C

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p / 2 po + k p / 2 po + k p

X2 po pov po po

X3 po + k p po + k p / 2 po – k p / 2 po – k p

ród o: opracowanie w asne.

Tabela 11.
Miara nieprawdziwo ci H0 dla TD 3 × 4 i k = 0,1,...,9

Schemat A Schemat B Schemat C

mn3 × 4 = k2 / 1250 + k / 500 mn3 × 4 = k / 30 mn3 × 4 = k / 20

mn3 × 4  0;0,084 mn3 × 4  0;0,03 mn3 × 4  0;0,45

ród o: opracowanie w asne.

Rysunek 5 przedstawia zale no  mocy testów niezale no ci od miary mn dla 
TD 3 × 4, na poziomie istotno ci  = 0,1 i liczebno ci próby n.

Z rysunku 5 (schemat A) wynika, e „statystyki chi-kwadrat” charakteryzuj  si  
ró n  moc . Przy n = 400 ró nice mi dzy statystyk  | | a statystyk  N jako repre-
zentanta „statystyk chi-kwadrat” o najwi kszej mocy, s  statystycznie istotne dla 
mn  0,031;0,054 , z kolei przy n = 500 – dla mn  0,042;0,054 . Dla schematu B 
moc testu dla „statystyk chi-kwadrat” jest bardzo podobna. Ró nice mi dzy staty-
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styk  | | a pozosta ymi statystykami s  statystycznie istotne dla mn  0,2;0,3  z korzy-
ci  dla statystyki modu owej. Dla schematu C i próby n = 75 funkcje mocy testów 

dla statystyki | | i N s  bardzo podobne. Dla n = 100 funkcje mocy analizowanych 
testów maj  podobne przebiegi.

I II

III IV

V VI

Rysunek 5. Moc testów niezale no ci dla TD 3 × 4 oraz liczebno ci próby n
I. Schemat A, n = 400
II. Schemat A, n = 500
III. Schemat B, n = 100

IV. Schemat B, n = 125
V. Schemat C, n = 75

VI. Schemat C, n = 100
ród o: opracowanie w asne. 
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TABLICA DWUDZIELCZA 4 × 4

Tabela 12.
Schematy prawdopodobie stw ukazuj ce zwi zek mi dzy cechami dla TD 4 × 4

Schemat A p0 = 1/16, p = p0/10, k = 0,1,…,9

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p / 2 po – k p / 3 po

X2 po – k p / 2 po – k p / 3 po po + k p / 3

X3 po – k p / 3 po po + k p / 3 po + k p / 2

X4 po po + k p / 3 po + k p / 2 po + k p

Schemat B

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p po po

X2 po – k p / 2 po – k p / 2 po po

X3 po + k p / 2 po + k p / 2 po po

X4 po + k p po + k p po po

Schemat C

Y1 Y2 Y3 Y4

X1 po – k p po – k p / 2 po – k p / 3 po

X2 po – k p / 2 po – k p / 3 po po + k p / 3

X3 po – k p / 3 po po + k p / 3 po + k p / 2

X4 po po + k p / 3 po + k p / 2 po + k p

ród o: opracowanie w asne.

Tabela 13.
Miara nieprawdziwo ci H0 dla TD 4 × 4 i k = 0,1,...,9

Schemat A Schemat B Schemat C

mn4 × 4  mn4 × 4 = 3k / 80 mn4 × 4 = 3k / 40

mn4 × 4  0;0,084 mn4 × 4  0;0,338 mn4 × 4  0;0,675

ród o: opracowanie w asne.

Rysunek 6 przedstawia zale no  mocy testów niezale no ci od miary mn dla TD 
4 × 4, na poziomie istotno ci  = 0,1 i liczebno ci próby n.
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I II

III IV

V VI

Rysunek 6. Moc testów niezale no ci dla TD 4 × 4 oraz liczebno ci próby n
I. Schemat A, n = 300
II. Schemat A, n = 500
III. Schemat B, n = 100

IV. Schemat B, n = 125
V. Schemat C, n = 60
VI. Schemat C, n = 80

ród o: opracowanie w asne. 

Z rysunku 6 (schemat A) wynika, e ró nice mi dzy statystyk  | | a statystyk  N 
jako reprezentanta „statystyk chi-kwadrat” o najwi kszej mocy, s  statystycznie 
nieistotne z wyj tkiem mn = 0,084. Dla schematu B ró nice mi dzy statystyk  | | 
a pozosta ymi statystykami s  statystycznie istotne dla mn > 0,188 z korzy ci  dla 
statystyki modu owej. Dla schematu C analizowane statystyki maj  podobn  moc 
z wyj tkiem statystyki N, która dla n = 80 i mn  0,3;0,525  ma istotnie mniejsz  
moc ni  pozosta e statystyki.
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6. PODSUMOWANIE

Kwadrat u yty w liczniku statystyki 2 powoduje, e du e rozbie no ci mi dzy 
liczebno ci  empiryczn  a teoretyczn  s  jeszcze wi ksze, a ma e rozbie no ci jeszcze 
mniejsze. Innym celem zastosowania kwadratu by o unikni cie wzajemnego niwelo-
wania si  rozbie no ci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchyle  mo na u y  
tak e ich warto ci bezwzgl dnej, st d pomys  na statystyk  modu ow .

Zaproponowana miara mn dla analizowanych schematów prawdopodobie stw 
zmienia si  w ró nych przedzia ach. Minimalna liczebno  próby dla danej TD i dla 
danego schematu zosta a tak ustalona, by liczebno ci oczekiwane by y niezerowe. 
Maksymaln  warto  próby dobrano tak, by uzyska  maksymaln  moc testu.

Artyku  zwraca uwag  na fakt, e testy niezale no ci wykorzystuj ce „statystyki 
chi-kwadrat” tylko dla schematów prawdopodobie stw o najmniejszym zakresie 
zmienno ci miary mn charakteryzuj  si  ró n  moc  dla danej liczebno ci próby n 
i miary mn. Najwi ksz  moc w ród nich ma statystyka N i ona jest bezpo rednio 
porównywana ze statystyk  modu ow . Je eli widoczna jest przewaga statystyki 
modu owej nad „statystykami chi-kwadrat”, to g ównie dla nie pocz tkowych war-
to ci miary mn w ramach danego przedzia u zmienno ci tej miary. Dla ostatniego 
analizowanego w ramach danej TD schematu nieprawdziwo ci H0 przedstawiaj cego 
najwi kszy zakres zmienno ci miary mn, test wykorzystuj cy statystyk  modu ow  
ma podobn  moc jak pozosta e testy niezale no ci, z wyj tkiem TD 3 × 3, liczebno ci 
próby n = 50 i miary mn = 0,311, kiedy to statystyka | | ma istotnie mniejsz  moc 
od pozosta ych statystyk.

Reasumuj c statystyka modu owa | | charakteryzuje si  wi ksz  moc  ni  „staty-
styki chi-kwadrat”, szczególnie jest to widoczne dla schematów prawdopodobie stw 
o mniejszych zakresach zmienno ci miary mn. Dla schematów C lub D o najwi kszym 
zakresie zmienno ci miary mn statystyka modu owa nie odst puje pod wzgl dem mocy 
od pozosta ych analizowanych statystyk. Na korzy  statystyki modu owej przemawia 
tak e fakt, e mo na z niej skorzysta  w sytuacji, gdy jedna komórka lub dwie le ce 
na przek tnej s  puste. Statystyk G2, N i KL nie mo na stosowa  w tej sytuacji.
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MOC TESTÓW NIEZALE NO CI W TABLICY DWUDZIELCZEJ WI KSZEJ NI  2 × 2

S t r e s z c z e n i e

W literaturze statystycznej istnieje wiele miar testowych do badania niezale no ci cech w tablicach 
dwudzielczych. Do analiz statystycznych wybrano rodzin  sze ciu tzw. „statystyk chi-kwadrat” – w tym 
statystyk  2 Pearsona – oraz propozycj  autora w postaci statystyki modu owej. W celu uwolnienia si  
od ogranicze  stosowalno ci „statystyk chi-kwadrat”, warto ci krytyczne dla wszystkich analizowanych 
statystyk wyznaczono symulacyjnie metodami Monte Carlo. W celu porównania testów zaproponowano 
miar  nieprawdziwo ci H0 oraz wyznaczono moc testów, czyli zdolno  tablicy dwudzielczej w × k do 
odrzucenia H0 mówi cej o tym, e mi dzy cechami X i Y nie ma zwi zku. 

S owa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezale no ci, warto ci krytyczne, Monte Carlo

POWER ANALYSIS OF INDEPENDENCE TESTING 
FOR TWO-WAY CONTINGENCY TABLES BIGGER THAN 2 × 2

A b s t r a c t

In the statistical literature there are many test measures to study the independence features in the 
two-way contingency tables. For statistical analysis, the family of six so-called “chi-squared statistic” 
was selected – including Pearson’s 2 statistics – and the proposal of the author in the form of modu-
lar statistics. In order to free themselves from the limitations of the applicability of the “chi-squared 
statisti c”, critical values for all analyzed statistics were determined by simulation methods of Monte 
Carlo. In order to compare the tests, the measure of untruthfulness of H0 was proposed and calculated 
the power of the tests which is the ability of two-way contingency tables to reject null hypothesis 
which says that between features X and Y there is no relation.

Keywords: two-way contingency tables, independence test, critical values, Monte Carlo study




