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MODEL GOSPODARKI GALE’A ZE ZMIENN  TECHNOLOGI , 
ROSN C  EFEKTYWNO CI  PRODUKCJI I SZCZEGÓLN  POSTACI  

KRYTERIUM WZROSTU. „S ABY” EFEKT MAGISTRALI

1. WST P

W pracach Panek (2014a, 2014b) przedstawiono model wzrostu niestacjonarnej 
gospodarki typu Gale’a z rosn c  efektywno ci  produkcji na magistrali, w którym 
do oceny procesów wzrostu pos u y a (mierzona w cenach von Neumanna) warto  
produkcji wytworzonej w ostatnim okresie ustalonego horyzontu T = {0,1, ..., t1} 
funkcjonowania gospodarki (zadanie wzrostu docelowego). W niniejszym artykule 
prezentujemy tzw. „s ab ” wersj  twierdzenia o magistrali w modelu niestacjonar-
nej gospodarki typu Gale’a, w którym rol  kryteriów wzrostu gra czna warto  
 produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) wytworzonej w ca ym horyzoncie T.

Pokazujemy, e w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze zmienn  technologi , 
mimo zmiany kryterium wzrostu, w d ugich okresach czasu optymalne procesy ”pra-
wie zawsze”1 przebiegaj  w dowolnie bliskim otoczeniu cie ek wzrostu zwanych 
magistralami (w szczególno ci, po takich cie kach).

2. MODEL

Zak adamy, e czas t zmienia si  skokowo, t = 0, 1, 2, …. . W gospodarce 
wytwarza si  i zu ywa n < +  towarów. Przez x(t) = (x1(t), ..., xn (t))  0 oznaczamy 
wektor towarów zu ywanych w gospodarce w okresie t (wektor nak adów), przez   
y(t) = (y1(t), ..., yn (t))  0 oznaczamy wektor towarów wytwarzanych w tym okresie 
w gospodarce (wektor produkcji). Je eli z wektora nak adów x(t) mo na wytworzy  
wektor produkcji y(t), wówczas mówimy, e para (x(t), y(t)) opisuje technologicznie 
dopuszczalny proces produkcji. Zbiór wszystkich technologicznie dopuszczalnych 
procesów produkcji w gospodarce w okresie t oznaczamy przez . Warunek 
(x(t), y(t))  Z(t) (równowa nie: (x, y)  Z(t)) oznacza, e w okresie t z nak adów 

1 Tzn. we wszystkich okresach horyzontu T za wyj tkiem ich sko czonej liczby, niezale nej od 
d ugo ci horyzontu.
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x(t) w gospodarce mo liwe jest wytworzenie produkcji y(t). Przestrzenie produkcyjne 
Z(t), t = 0, 1, 2,…, maj  nast puj ce w asno ci2:

(G1) . 

(G2) . 

(G3) . 

(G4) Zbiory Z(t) s  domkni te w R2n.

(G5)  

Zauwa my, e je eli  (x, y)  Z(t), to zgodnie z (2) x  Interesuj  nas 
wy cznie takie niezerowe (nietrywialne) procesy. Liczb

max  

nazywamy optymalnym wska nikiem technologicznej efektywno ci procesu 
(x(t), y(t))    Z(t)\{0} Funkcja  jest ci g a i dodatnio jednorodna stopnia 0 na obsza-
rze okre lono ci (Panek, 2003, tw. 5.2). Liczb

=  

nazywamy optymalnym wska nikiem technologicznej efektywno ci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Przy przyj tych za o eniach, w ka dym 
okresie t istnieje taki proces produkcji  e  
zob. Panek (2013, tw.2) . Nazywamy go optymalnym procesem produkcji w okresie 
t. Wobec dodatniej jednorodno ci stopnia 0 funkcji , w ka dym okresie t proces ten 
jest okre lony z dok adno ci  do struktury:

. 

2 Zob. Panek (2014a). Z interpretacj  ekonomiczn  i niektórymi innymi w asno ciami podobnych 
przestrzeni produkcyjnych typu Gale’a mo na zapozna  si  np. w pracy Panek (2003, rozdz.5). W sensie 
geometrycznym s  one sto kami domkni tymi w Rn (zawartymi w ) z wierzcho kami w 0.
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Nietrudno zauwa y , e wobec (G5): M, t +1  M, t ,  t = 0, 1, 2,… . Je eli w szcze-
gólno ci M,t > 1, wtedy o gospodarce mówimy, e jest produktywna w okresie t. 
Gospodark  Gale’a nazywamy produktywn , je eli jest produktywna w ka dym 
okresie t = 0, 1, 2,… . Zak adamy ponadto, e w niestacjonarnej gospodarce Gale’a 
przestrzenie produkcyjne Z(t), t = 0, 1, 2,… , spe niaj  tzw. warunek regularno ci:

(G6) W optymalnym procesie produkcji wytwarzane s  wszystkie towary (Gale, 
1956; Makarow, Rubinow, 1973; Panek, 2003, rozdz. 5). Z warunku tego oraz (G3) 
wynika, e

  .  (1)

Oznaczaj c przez p(t) = (p1(t),..., pn(t)  0 wektor cen towarów w okresie t oraz 
bior c dowolny proces (x(t), y(t))  Z(t) mo emy zde  niowa  nast puj c  liczb :

 

(tam gdzie jest okre lona), któr  nazywamy wska nikiem ekonomicznej efektywno ci 
procesu (x(t), y(t)) przy cenach p(t) (tutaj i wsz dzie dalej symbol  oznacza 
iloczyn skalarny wektorów a, b:   Mo na udowodni , e w regu-
larnej, niestacjonarnej gospodarce Gale’a w ka dym okresie t istniej  takie ceny 

  przy których:

     (2)

Panek (2003, tw. 5.3)3. O trójce   mówimy, e opisuje stan 
chwilowej równowagi von Neumanna w niestacjonarnej gospodarce Gale’a4. Ceny 
równowagi chwilowej  nazywamy cenami von Neumanna w momencie t. Podob-
nie jak optymalny proces produkcji   s  one okre lone z dok adno ci  do 
struktury (mno enia przez dowoln  liczb  dodatni ). Interesuje nas niestacjonarna 
gospodarka, w której ceny von Neumanna s  nierosn ce5:

3 Zob. tak e Panek (2014a, przypis 2).
4 W równowadze takiej dochodzi do zrównania ekonomicznej efektywno ci produkcji z efektyw-

no ci  technologiczn  na najwy szym, mo liwym do osi gni cia przez gospodark  poziomie.
5 Zob. Panek (2014a, 2014b). Wobec tego, e ceny gospodarce Gale’a s  okre lone z dok adno ci  

do struktury, warunek ten zachodzi np. gdy w ka dym okresie t ceny  s  dodatnie.
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(G7) . 

We my dowolny okres t1 < +  Przez T = {0,1,,..., t1} oznaczamy zbiór okre-
sów czasu, który nazywamy horyzontem gospodarki (d ugo ci t1). Gospodarka jest 
zamkni ta w tym sensie, e nak ady x(t + 1) (ponoszone w okresie nast pnym) mog  
pochodzi  w niej wy cznie z produkcji y(t) (wytworzonej w okresie poprzednim), czyli 
x(t + 1) y(t), a st d i z (G3) wynika, e

     .  (3)

Niech

    (4)

b dzie danym (ustalonym) wektorem produkcji w okresie t = 0. Ci g wektorów 
produkcji   spe niaj cy warunki (3), (4) nazywamy (y0, t1) – dopuszczalnym 
procesem wzrostu (lub (y0, t1) – dopuszczaln  trajektori  produkcji) w niestacjonarnej 
gospodarce Gale’a. Przy przyj tych za o eniach procesy takie istniej  niezale nie od 
d ugo ci horyzontu T.

Z regularno ci gospodarki Gale’a i tego, e optymalne procesy s  w niej okre lone 
z dok adno ci  do struktury wynika, e zawsze mo na wskaza  taki ci g optymal-
nych procesów  w którym   Postulujemy wi cej, 
a mianowicie: 

(G8) Niezale nie od d ugo ci horyzontu T = {0,1,,..., t1} istnieje taki ci g optymal-
nych procesów produkcji  w którym

 

Ci g wektorów   tworzy wówczas  dopuszczalny proces wzrostu 
postaci: 

  
  (5)
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gdzie  jest dowolnym wektorem produkcji w optymalnym procesie w okresie 
pocz tkowym t = 0 (nie nale y go myli  z pocz tkowym wektorem produkcji (4)). 
Proces ten jest okre lony z dok adno ci  do mno enia przez sta  dodatni . Ka dy 
ci g , w którym , te  tworzy  – dopuszczalny 
proces wzrostu z wektorm , czyli

 
 
 
 (6) 

zatem niezale nie od d ugo ci horyzontu T charakteryzuje si  sta  w czasie struktur  

produkcji (tutaj i dalej .  Pó prost  

 

nazywamy magistral  produkcyjn  (promieniem von Neumanna). Tak opisana nie-
stacjonarna gospodarka Gale’a osi ga na magistrali maksymalne (ró ne w ró nych 
okresach, generalnie rosn ce) tempo wzrostu6 oraz najwy sz  efektywno  ekono-
miczn  produkcji, równ  efektywno ci technologicznej (zob. (2)). Poza magistral  
efektywno  ekonomiczna produkcji nigdzie nie jest wy sza od jej efektywno ci na 
magistrali. Zak adamy, e wsz dzie poza magistral  efektywno  ekonomiczna gospo-
darki Gale’a jest ni sza od optymalnej: 

(G9)  

(dok adniej: efektywno  ekonomiczna dowolnego procesu, w którym struktura nak a-
dów ró ni si  od magistralnej, jest ni sza od optymalnej)7. Wówczas: 

  

  (7) 

(Panek, 2003, lemat 5.2; zob. tak e Panek, 2014a, przypis 5).

6 Zachowuj c jednak struktur  produkcji, co jest pewn  s abo ci  modelu i wymaga dalszych 
bada .

7 Warunek ten zapewnia jednoznaczno  magistrali. W ogólnym przypadku mo e by  pomini ty.
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Ostatni warunek, który formu ujemy poni ej, wyklucza tak  nierealistyczn  
sytuacj , gdy mimo e struktura procesu produkcji odbiega od optymalnej o pewn  
ustalon  wielko   > 0, jego efektywno  ekonomiczna mo e niesko czenie ma o 
ró ni  si  od optymalnej efektywno ci osi ganej przez gospodark  na magistrali:

(G10) . 

Je eli spe niony jest ten warunek, wtedy ci g  jest jednostajnie ograniczony 

z do u przez liczb   > 0. atwo zauwa y , e   (0,1)

3. OPTYMALNY PROCES WZROSTU. „S ABY” EFEKT MAGISTRALI

Rozpatrzmy nast puj ce zadanie maksymalizacji cznej warto ci produkcji, mie-
rzonej w cenach von Neumanna, wytworzonej w gospodarce w ca ym horyzoncie T8

  max   (8)

p. w. (3) – (4).

Przy przyj tych za o eniach zadanie to ma rozwi zanie  które nazywamy  
(y0, t1) – optymalnym procesem wzrostu (trajektori  produkcji). O tzw. „s abej” zbie -
no ci optymalnych procesów wzrostu do magistrali w niestacjonarnej gospodarce 
Gale’a mówi nast puj ce twierdzenie.

 Twierdzenie („S abe” twierdzenie o magistrali) 
Je eli niestacjonarna gospodarka Gale’a, spe niaj ca warunki (G1) – G(10), jest 

produktywna oraz niezale nie od d ugo ci horyzontu T ceny von Neumanna s  w niej 
jednostajnie ograniczone (z góry i z do u)9:

   (9)

to  > 0 istnieje taka liczba k , e liczba okresów czasu w których (y0, t1) – opty-
malny proces wzrostu   spe nia warunek 

8 Pomijamy okres pocz tkowy t = 0, w którym produkcja y0 jest dana (zob. (4)).
9 W wektorze min  0 przynajmniej jedna wspó rz dna powinna by  dodatnia.
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   (10)

nie przekracza k . Liczba k  nie zale y od d ugo ci horyzontu T.

Dowód. Pocz tkowy wektor produkcji y0 oraz wektor  struktury produkcji na 
magistrali s  dodatnie, zob. (4), (6), wi c    Zgodnie z (G3), 
(3) i (4), przyjmuj c w (5)  otrzymujemy (y0, t1) – dopuszczalny proces 
wzrostu :

  

Z de  nicji procesu optymalnego oraz (9) wynika, e:

 

   (11)

Z drugiej strony, zgodnie z (2), (3) mamy:

 

dla t = 0,1, …, t1 czyli:

    (12)

Ustalmy liczb   > 0 i oznaczmy przez 1 < 2 < ... < k (0  i < t1, i = 1, ..., k) 
okresy, w których zachodzi warunek (10). Wówczas, zgodnie z (7):

      (13)

cz c (12), (13) oraz uwzgl dniaj c (G7), (G10) po przekszta ceniach dochodzimy 
do nierówno ci: 
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  (14)

Z (11), (14) wynika, e:

 

gdzie 

 

  

lub równowa nie, po podstawieniu  = 1 –   (0,1):

  (15)

gdzie

gdy t1  k > 0 oraz 

D  (t1, k) = 0 dla k = 010

Za ó my, e warunek (15) zachodzi k razy (t1  k). Dziel c w (15) licznik i mia-

nownik przez   otrzymujemy:

= . 

10 Dla k = 0 nierówno  (15) jest spe niona zawsze (dla dowolnego t1 > 0).
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Poniewa  M,t+1  M,t, t = 0,1, …, t1 – 1 (zgodnie z (G5)), wi c wbrew (15):

   (16)

gdy tylko liczba k jest dostatecznie du a (oraz t1  k)11. Istnieje wi c taka liczba 
naturalna k , niezale na od d ugo ci horyzontu t1, e liczba okresów czasu, w których 
zachodzi warunek (10), nie przekracza k .      

Twierdzenie 1 g osi, e niezale nie od d ugo ci horyzontu T, we wszystkich 
okresach t  T, za wyj tkiem ich pewnej sko czonej liczby (niezale nej od d ugo ci 

horyzontu), struktura produkcji   w optymalnych procesach wzrostu ró ni si  

dowolnie ma o od struktury produkcji  na magistrali. W jego wietle magistrala staje 
si  wi c swoist  „drog  szybkiego ruchu” gospodarki. 

4. UWAGI KO COWE

W artykule Panek (2014a) udowodniono „s aby” efekt magistrali w niestacjonar-
nej gospodarce Gale’a ze zmienn  technologi , rosn cym tempem wzrostu produkcji 
na magistrali i kryterium maksymalizacji produkcji wytworzonej w ostatnim okresie 
horyzontu T. Jego kontynuacj  jest artyku  Panek (2014b), zawieraj cy dowód wersji 
po redniej – mi dzy „siln ” i „bardzo siln ” – twierdzenia o magistrali w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a. Natomiast w niniejszym artykule zosta a zaprezentowana 
„s aba” wersja twierdzenia o magistrali w gospodarce Gale’a ze zmienn  technologi , 
w której w odró nieniu od wcze niejszych prac rol  kryterium wzrostu gra warto  
produkcji wytworzonej we wszystkich okresach ustalonego horyzontu T. W odró -
nieniu od prac Panek (2014a, 2014b) przy dowodzie twierdzenia istotna jest obecnie 
produktywno  gospodarki.

W asno ci optymalnych procesów wzrost w gospodarce typu Gale’a z technologi  
zbie n  do pewnej technologii granicznej zosta y wcze niej prze ledzone w arty-
kule Panek (2013). Hipoteza granicznej technologii jest trudna do zwery  kowania. 
Okazuje si , e o magistralnych w asno ciach gospodarki mo na wnioskowa  bez 
potrzeby rozstrzygania tej hipotezy, tak e – jak w artykule – w przypadku niestacjo-
narnej gospodarki z dowolnie zmieniaj c  si  technologi . Na tym polega warto  
udowodnionego twierdzenia. 

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

11 Je eli k  +  oraz t1 – k  + , wtedy G  (t1, k)  0 < C. W pozosta ych przypadkach, gdy 
tylko liczby t1 i k s  dostatecznie du e, zachodzi warunek (16),  cho  sam ci g G  (t1, k) nie musi by  
zbie ny.
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MODEL GOSPODARKI GALE’A ZE ZMIENN  TECHNOLOGI , ROSN C  
EFEKTYWNO CI  PRODUKCJI I SZCZEGÓLN  POSTACI  KRYTERIUM WZROSTU. 

„S ABY” EFEKT MAGISTRALI

S t r e s z c z e n i e

W nawi zaniu do prac Panek (2014a, 2014b) udowodniono tzw. „s ab ” wersj  twierdzenia o magi-
strali w niestacjonarnym modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a z kryterium maksymalizacji 
warto ci produkcji, mierzonej w cenach von Neumanna, w ustalonym horyzoncie T = {0,1, ..., t1} 
funkcjonowania gospodarki. Przy dowodzie twierdzenia istotn  rol  gra produktywno  gospodarki oraz 
jej rosn ca technologiczna efektywno  na magistrali. 

S owa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, techniczna i ekonomiczna efektywno  produk-
cji, równowaga von Neumanna, magistrala produkcyjna

GALE’S ECONOMY MODEL WITH CHANGEABLE TECHNOLOGY, INCREASING 
PRODUCTION EFFICIENCY AND PARTICULAR FORM OF THE GROWTH CRITERION. 

„WEAK” TURNPIKE EFFECT

A b s t r a c t

In reference to papers Panek (2014a, 2014b) we proved the so called „weak” version of the turn-
pike theorem in the non-stationary model of economic dynamics of the Gale type with the criterion of 
maximization of the production value, measured in von Neumann’s prices and with the  xed economy 
horizon T = {0,1, ..., t1}. In the proof of the theorem the ef  ciency of the economy and its increasing 
technological ef  ciency on the turnpike play both signi  cant roles.  

Keywords: non-stationary Gale’s economy, technological and economical production ef  ciency, von 
Neumann equilibrium, production turnpike 


