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METODA DEA+ W WERSJI JEDNOPRODUKTOWEJ1

1. WST P

DEA+ to dwustopniowa procedura estymacji punktowej funkcji produkcji 
(transformacji) oraz miernika efektywno ci technicznej danej jednostki produkcyj-
nej w ramach pewnego, semiparametrycznego modelu granicznego. Zaproponowana 
zosta a w pracy Gstach (1998) i nie zyska a szerszej popularno ci. Jest to jednak 
pierwsza chronologicznie metoda, w której metod  DEA (z ang. Data Envelopment 
Analysis) wi e si  ze z o onym sk adnikiem losowym. Konstrukcja odpowiedniego 
modelu i samej metody jest wzorowana na metodzie SFA (z ang. Stochastic Fron-
tier Analysis) – zob. np. Kumbhakar, Lovell (2000). Jest to wi c jeden z pomostów 

cz cych DEA z metodami analizy procesu produkcyjnego opartymi na modelach 
parametrycznych. Ponadto mo na j  uzna  za poprzedniczk  obecnie powszechnie 
u ywanej metody StoNED (zob. Kuosmanen, Kortelainen, 2012) lub opracowanie 
w j zyku polskim Pr dki (2012).

Wk ad w asny autora polega po pierwsze na uporz dkowaniu i opisaniu za o e  
odpowiedniego modelu semiparametrycznego b d cego podstaw  metodologiczn , 
w celu zwi kszenia czytelno ci i jasno ci wywodu. Niektóre z za o e  nie wyst puj  
explicite w pracy ród owej, lecz wynikaj  z kontekstu i szcz tkowych wzmianek. 
Z kolei inne przedstawione s  tam w nieco zmienionej formie. Po drugie istotne s  
uwagi krytyczne zawarte w artykule, które mog  rzuci  pewne wiat o na powody 
niskiej popularno ci tej metody. Oryginalny jest równie  przyk ad empiryczny zasto-
sowania, w którym przyj to inne rozk ady sk adowych z o onego czynnika losowego, 
ni  w pracy ród owej.

2. MODEL SEMIPARAMETRYCZNY

Rozpoczniemy od zde  niowania wspomnianego wcze niej modelu granicznego 
za pomoc  szeregu za o e . Jego idea zosta a w du ej cz ci zapo yczona z teorii 
modeli parametrycznych, gdzie jest obecna od ko ca lat 70-tych – zob. prace ró-
d owe Aigner, Lovell, Schmidt (1977) oraz Meeusen, Van den Broeck (1977). Pierw-

1 Praca wykonana w ramach Bada  Statutowych  nansowanych przez Wydzia  Zarz dzania Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie.
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sze dwa za o enia s  analogiczne jak w tzw. jednoproduktowym modelu Bankera 
(zob. Banker, 1993).
Za o enie 1 Jednostki produkcyjne wytwarzaj  jeden rodzaj produktu z m rodzajów 
nak adów i pos uguj  si  t  sam  technologi  reprezentowan  przez niemalej c , 
wkl s  funkcj  produkcji g: X  R, gdzie X jest wypuk ym i zwartym podzbiorem 
R0+

m.
Za o enie 2 Dane s  ilo ci u ytych nak adów i wytworzonych produktów dla 
n producentów w postaci próby Xn= ((xj, yj)  X R0+, j = 1, …, n) rozumianej jako 
realizacja ci gu wektorów losowych o tym samym rozk adzie. Ponadto, wektor xj 
charakteryzuje si  g sto ci  h:

x intX: h(x) > 0,

gdzie IntX to tzw. wn trze topologiczne zbioru X. 
Za o enie 3 wprowadza tzw. z o ony sk adnik losowy wskazuj cy, e ród em 

niepewno ci w odniesieniu do wielko ci produktu jest nie tylko nieefektywno  tech-
niczna obiektów, lecz tak e tzw. szoki zewn trzne. Gstach wprowadza go w postaci 
multiplikatywnej o charakterze ekspotencjalnym ewj, ze wzgl du na pó niejsze symu-
lacje, przeprowadzane na wielko ciach zlogarytmowanych2.
Za o enie 3 Spe nione jest równanie:

j = 1, …, n: yj = g(xj) ewj, (1)

gdzie wj = vj – uj (tzw. z o ony sk adnik losowy).
Kolejne za o enia opisuj  w asno ci z o onego sk adnika losowego oraz jego 

sk adowych vj i uj.
Za o enie 4 Zmienne losowe wj tworz  ci g niezale nych zmiennych losowych o tym 
samym rozk adzie.

W razie potrzeby b dziemy tu u ywa  skrótu i.i.d. (ang. independent and identi-
cally distributed).
Za o enie 5 Sk adniki „bia oszumowe” vj maj  identyczne rozk ady parametryczne 
zadane symetryczn  g sto ci  fV b d c  funkcj  klasy C1 na no niku (-vmax, vmax) 
zale n  od wektora parametrów ( V, vmax). 

W cz ci empirycznej pracy ród owej przyj to tu symetrycznie uci ty rozk ad 
beta. Natomiast autor niniejszego opracowania wykorzysta  w ilustracji symetrycznie 
uci ty rozk ad normalny. 

Za o enie to implikuje w szczególno ci, i  E(vj) = 0. Przy czym w kolejnej pracy 
Gstach (1999) unika si  za o enia o symetryczno ci g sto ci, wprowadza si  tylko 

2 W symulacjach przyjmuje on dwa warianty „rzeczywistej” funkcji produkcji: Translog oraz 
funkcj  kawa kami Cobba-Douglasa – szczegó y Gstach (1998, s. 168). Drugi z wariantów, po zlogaryt-
mowaniu, jest wi c funkcj  kawa kami liniow , podobn  do technologii p atami liniowej w DEA.
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ograniczenie od góry no nika przez vmax. Jednocze nie jednak niezale nie zak ada si  
kluczow  w asno  E(vj) = 0, która tu jest implikacj  za o enia 5. Zdaniem autora 
zmiana ta jest podyktowana problematyczno ci  dolnego ograniczenia no nika przez 
-vmax, przy wyprowadzaniu g sto ci cznej z o onego sk adnika losowego. Powró-
cimy do tego tematu w cz ci czwartej pracy.
Za o enie 6 Sk adniki uj zwi zane z nieefektywno ci  maj  identyczne rozk ady 
parametryczne zadane g sto ci  fU b d c  funkcj  klasy C1 na no niku R+ zale n  
od parametrów U.
W pracy ród owej przyj to w symulacjach rozk ad pó normalny, natomiast autor 
niniejszego artyku u pos u y  si  w ilustracji rozk adem wyk adniczym. W razie 
„bogatszej” parametryzacji odpowiednich rozk adów wielko ci U, V mog  by  
wektorami parametrów.

Autor metody nie zak ada explicite niezale no ci ci gu zmiennych losowych vj 
oraz niezale no ci ci gu zmiennych losowych uj. W pracy Gstach (1998, przypis 5) 
zaznacza si  jedynie, i  za o enie 4 mo na os abi  przyjmuj c, e tylko zmienne 
losowe vj tworz  ci g i.i.d..

W kwestii niezale no ci uj, vj oraz wektora xj wspomina si , i  nak ady s  wiel-
ko ciami egzogenicznymi, za  nieefektywno  ma wp yw jedynie na wielko  pro-
duktu. Jednak, przy wyprowadzaniu postaci tzw. funkcji wiarygodno ci, korzysta si  
z niezale no ci odpowiednich sk adowych. Przyjmiemy wi c jeszcze jedno za o enie. 
Za o enie 7 Sk adowe uj, vj s  niezale ne od siebie i od wektora xj.

3. METODA DEA+

Przejd my teraz do samej metody DEA+ bazuj cej na przedstawionym modelu. 
Na pocz tek wprowad my pewn  de  nicj .
De  nicja 1 Funkcj  ~ (x x) maxev  nazywamy pseudo-granic  produkcyjn , za  
sk adnik losowy j

~w = wj - vmax  nazywamy pseudo-efektywno ci  obiektu j-tego.
Zauwa my, e:

 yj xj) jew  xj) maxmaxje vvw = ~ (xj) j
~

ew   (2)

Ponadto:

 j
~w = wj–vmax = (vj–vmax) –uj   (3)

Kierunek nierówno ci wynika z postaci no ników g sto ci przyj tych w za o eniach 
5 i 6. 

Oznacza to, e na obserwowaln  wielko  produktu mo na patrze  dwojako. 
W rzeczywisto ci obserwuje si  maksymaln  wielko  produkcji zaburzon  przez 
oba rodzaje szoków (zewn trzny i nieefektywno ). Z drugiej strony, mo na przyj , 
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e jest to maksymalna warto  pseudogranicy zaburzona przez szok, który traktuje 
si  jak specy  czn  nieefektywno  zwi zan  z ow  pseudogranic . T  drug  kon-
cepcj  wykorzystano w I etapie metody DEA+. Wprost z de  nicji wynika, i  kszta t 
pseudogranicy jest identyczny jak prawdziwej funkcji produkcji g (jest ona tylko 
przesuni ta o wielko  evmax). Podobnie sprawa ma si  z rozk adem odchylenia j

~w  
Na mocy za o enia 4 oraz wprost z de  nicji 1, pseudoefektywno ci tworz  ci g i.i.d., 
a ich rozk ad jest rozk adem z o onego sk adnika losowego wj przesuni tym w dó  
o wielko  vmax.

Jak wspomniano na pocz tku, DEA+ jest procedur  dwuetapow . W etapie I sto-
suje si  zwyk  metod  DEA do estymacji pseudogranicy i pseudoefektywno ci dla 
obiektu j-tego, w sposób analogiczny jak w jednoproduktowym modelu Bankera (por. 
Banker, 1993). Oznacza to, i :

 ~̂ (xj) = max{y j  xo

n

1j
jjox y

n

1j
jjoy

n

1j
jo = 1}.  (4)

Za  ze wzgl du na multiplikatywn  posta  z o onego sk adnika losowego:

 j
~̂w  = ln(yj) – ln( ~̂ (xj)).  (5)

Sensowno  etapu I legitymizuje nast puj ce twierdzenie.
Twierdzenie 1 Przy wprowadzonych za o eniach 1–7:
– ~̂ (xj) jest zgodnym estymatorem ~ (xj), dla xj intX;
– asymptotyczny rozk ad odchylenia j

~̂w  jest identyczny jak sk adnika losowego j
~w .

Dowód: Teza wynika z twierdze  5 i 6 zawartych w pracy Banker (1993) zastosowa-
nych w odniesieniu do wielko ci ~ (xj) oraz j

~̂w  (wszystkie za o enia tych twierdze  
s  tu spe nione). 

W etapie II metody DEA+ oblicza si  za pomoc  MNW oceny parametrów 
 = ( U, V, vmax), opieraj c si  na ocenach pseudoefektywno ci j

~̂w , obliczonych 
w etapie I. Oznacza to, i :

 ( U
ˆ

V
ˆ

maxv̂ ) =
j

j~ ~̂flnmax wW   (6)

gdzie

 ww
~̂f ~ = 

0

~̂
UmaxV

~̂ff
w

dvwvvv   (7)

oraz

 j j
~̂w < 0}.  (8)
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Wprowadzenie zbioru J oznacza, e w estymacji bierze si  pod uwag  wy cznie 
tzw. obiekty pseudonieefektywne czyli takie, e j

~̂w < 0. Dla obiektów pseudoefek-
tywnych, gdzie j

~̂w  = 0, formu a (6) ulega degeneracji. Ponadto nie mo na wtedy 
wykluczy , i  xj intX. Co z kolei oznacza, e metoda DEA+ mo e by  niezgodna. 
Gstach wskazuje jednak, i  asymptotycznie frakcja obiektów poza zbiorem J jest 
zaniedbywalna, tzn. zachodzi:

 0

j

lim 1j
j

n

n

n
  (9)

gdzie I( ) – funkcja wska nikowa. Tak wi c w sensie asymptotycznym nie b dzie 
mia o znaczenia czy procedur  wykonuje si  na wszystkich obserwacjach, czy tylko 
na tych pseudonieefektywnych.

Maj c oceny  wszystkich parametrów charakteryzuj cych rozk ady obu sk ado-
wych z o onego sk adnika losowego mo na po pierwsze obliczy  ocen  punktow  
funkcji produkcji:

 ˆ (xj) = ~̂ (xj) maxˆe v .  (10)

Przy u yciu metod analogicznych jak w SFA mo na te  otrzyma  ocen  miernika 
efektywno ci j-tego obiektu (zob. np. Kumbhakar, Lovell, 2000). Przy czym autor 
metody jedynie wspomina o tej mo liwo ci w pracy Gstach (1999) nie realizuj c 
jej3. Warto zaznaczy , i  uzyskuj c w szczególno ci oceny wariancji obu sk adowych 
czynnika losowego, nie zachodzi konieczno  stosowania metody momentów czy 
pseudowiarygodno ci. Pierwsza z nich cho  prosta nie jest pozbawiona wad i ograni-
cze  – zob. Kumbhakar, Lovell (2000). Druga natomiast jest do  mudna od strony 
obliczeniowej – zob. np. Kuosmanen, Kortelainen (2012).

Wed ug Gstacha (1998) zgodno  estymatora wykorzystywanego w etapie I jest 
uwarunkowana wprowadzeniem ograniczono ci no nika „szumu”. Jednostronny sk ad-
nik losowy j

~w , szacowany za pomoc  estymatora DEA o analogicznej w asno ci, jest 
bowiem konstruowany za pomoc  parametru vmax – zob. wzór (3). Autor niniejszej 
pracy chcia by jednak zwróci  uwag  na inn  rol  parametru vmax. Stanowi on nie-
zb dny sk adnik korekty wyj ciowej granicy produkcyjnej. Jest to wi c post powanie 
podobne jak w metodach SMNK czy zmody  kowanej MNK, gdzie wyj ciow  ocen  
granicy produkcyjnej w punktach danych równie  korygujemy tyle, e odpowiednio 
o najwi ksz  reszt  lub o charakterystyk  E(uj).

3 Oblicza si  jedynie charakterystyk  U
ˆ  zwan  redni  nieefektywno ci , za  g ównym 

celem symulacji jest porównanie metod SFA i DEA+.
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W cz ci trzeciej pracy ród owej Gstach (1998) autor stara si  dowie  zgodno  
ca ej procedury DEA+. W szczególno ci, opieraj c si  na twierdzeniu 1 (zgodno  
etapu I) oraz twierdzeniu z pracy Bierens (1994), autor metody dowodzi twierdzenie 
o zgodno ci oceny granicy produkcyjnej w punktach danych uzyskanej w wyniku 
zastosowania DEA+.

Twierdzenie 2 Przy wprowadzonych za o eniach 1–7 metoda DEA+ dostarcza 
zgodnego estymatora (xj) warto ci g(xj), dla xj intX.

Dowód: Gstach (1998, s. 165–167).

4. UWAGI KRYTYCZNE

Pierwsza uwaga dotyczy nieprawid owo ci wyst puj cej w przeprowadzonej pro-
cedurze MNW, kwestionuje wi c tym samym zgodno  metody DEA+. W zapisie 
funkcji wiarygodno ci we wzorze (6) pojawia si  iloczyn g sto ci zmiennych loso-
wych j

~̂w  mimo, e nie musz  one by  niezale ne, na co zreszt  zwraca uwag  sam 
autor. Powo uj c si  na prac  (Banker 1993) twierdzi on, i  asymptotycznie zmienne 
te „staj  si  coraz bardziej niezale ne”, podobnie jak oceny odchyle  w jednopro-
duktowym modelu Bankera. Jednak argumentacja u yta w pracy Bankera wydaje 
si  mocno w tpliwa. Po pierwsze jest mocno lakoniczna i sk ada si  z kilku s ów 
odno nika w przypisie 7 do pracy Tate, Brown (1970), w której jakoby prezentowany 
jest podobny punkt widzenia. Po drugie wspomniana praca z 1970 roku dotyczy w a-
sno ci testu Q Cochrana, badanych za pomoc  odpowiednich eksperymentów symu-
lacyjnych. Autor niniejszej pracy nie dostrzega jej zwi zku z kwesti  niezale no ci 
ocen odchyle  przy rosn cej liczbie obserwacji, a ju  tym bardziej z wp ywem tego 
zjawiska na w asno ci statystyczne MNW. Ponadto procedura DEA+ u ywana jest 
w praktycznych zastosowaniach na próbach sko czonych, gdzie niezale no  nie jest 
zagwarantowana, a w asno ci ma opróbkowe procedury nie s  znane. Autor metody 
wykona  jedynie badania symulacyjne w celu ich poznania na wybranych przyk adach 
(zob. Gstach 1998).

Druga uwaga dotyczy wzoru na g sto  czn  W~  podanego w pracy Gstach 
(1998, s. 165) u ywanego w II etapie metody dla reszt j

~̂w  – por. wzór (7):

 ww
~f ~ =

0

~
UmaxV

~ff
w

dvwvvv .  (11)

Sam wzór w ogólno ci jest prawdziwy i wynika to z faktu, e zmienna losowa W~  
jest sum  niezale nych zmiennych losowych –U oraz V vmax. Jej g sto  jest wtedy 
splotem g sto ci odpowiednich zmiennych losowych. Korzystaj c z w asno ci:

 f-X(x) = fX(-x), fX-C(x) = fX(x + C), (12)
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gdzie X – zmienna losowa, C – sta a, mo na bez problemu dowie  prawdziwo ci 
powy szego wzoru. 

W tpliwo ci autora niniejszej pracy budzi natomiast zasadno  granic ca kowania 
przyj tych we wzorze. Z postaci no ników zmiennych V i U zawartych w za o eniach 
5 i 6 wynika, i :

 FV(v + vmax) > 0, dla v + vmax < vmax, (13)

fU(v – ~w ) > 0, dla v – ~w > 0.

Poniewa  ca kuje si  po v, powy sze no niki mo na przekszta ci  do postaci:

 -2vmax< v < 0, v > ~w. (14)

Korzystaj c z faktu, i  ~w  0, przedzia  ( ~w, 0) rzeczywi cie stanowi by cz  wspóln  
nierówno ci (14), gdyby nie wymagana nierówno  -2vmax < v. Okazuje si , i  z przy-
czyn technicznych ma wtedy znaczenie jaka relacja czy wielko ci ~w oraz -2vmax. 
Je li ~w > -2vmaxto wspomniana nierówno  jest spe niona i wtedy rzeczywi cie gra-
nice ca kowania przyj to prawid owo. Je li jednak relacja jest przeciwna to powinno 
si  ca kowa  po przedziale (-2vmax, 0), gdzie obie g sto ci w iloczynie pod ca k  
s  dodatnie. Warto jednak zaznaczy , e przyjmuj c w drugiej sytuacji granice ca -
kowania po przedziale ( ~w, 0) wzór (11) w dalszym ci gu jest prawdziwy z tym, e 
odpowiednia ca ka na przedziale ( ~w, -2vmax) wynosi zero. 

Niestety pozostawienie wyj ciowych granic ca kowania ( ~w, 0) w przypadku gdy 
~w < -2vmax powoduje brak zbie no ci procedury4 realizuj cej MNW na resztach ~̂w, 
u ywanej przez dodatek Solver w programie Microsoft Excel. Przy ró nych punktach 
startowych i odpowiednich ograniczeniach na o onych na parametry optymalna war-
to  vmax przyjmuje niedopuszczaln  zerow  warto , b d  zatrzymuje si  na narzu-
conym ograniczeniu dolnym. Mo liwe jest oczywi cie, i  u yto niew a ciwej metody, 
b d  nieprawid owo j  zaimplementowano. Autor niniejszej pracy s dzi jednak, e 
nale y po prostu zmody  kowa  wzór (11) do postaci: 

 ww
~f ~  = .

2~~ff

2~~ff

max

0

2
UmaxV

max

0

~
UmaxV

max

vwdvwvvv

vwdvwvvv

v

w   (15)

4 Jest to tzw. metoda gradientu sprz onego ozn. angielskoj zycznym skrótem GRG (Generalized 
Reduced Gradient).
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Funkcja wiarygodno ci zmienia bowiem sw  posta  w zale no ci od tego jaka 
relacja czy reszty ~̂w i nieznany parametr – 2vmax, który podlega optymalizacji. 

Prawdopodobnie w a nie z tego powodu w pracy Gstach (1999) rezygnuje si  
z dolnego ograniczenia zmiennej V i jednocze nie zak ada si  po dan  dla „szumu” 
w asno  E(V) = 0. Brak jest jednak konkretnych propozycji u ytecznych rozk a-
dów sk adnika losowego v o no niku nieograniczonym od do u, który spe nia by te 
warunki. 

5. PRZYK AD EMPIRYCZNY

Wykorzystano zestaw danych zaczerpni ty z pracy Osiewalski, Wróbel-Rotter 
(2002), u ywany ju  wielokrotnie przez autora w jego poprzednich pracach. S  to 
dane rzeczywiste z roku 1995 dotycz ce 32 polskich elektrowni i elektrociep owni, 
których efektywno  techniczn  b dziemy analizowa . Za nak ady przyj to:
– kapita  (warto  brutto rodków trwa ych liczona w z .);
– prac  (liczba pracowników);
– energi  wsadu (liczon  w TJ).

Jedynym produktem dzia alno ci jednostek jest wytworzona energia (liczona 
w TJ5). 

Zrealizowano pierwszy etap metody DEA+ za pomoc  wzoru (4), obliczaj c 
na wyj ciowych danych standardowy estymator DEA ~̂ (xj), j = 1,…,n. Nast pnie 
korzystaj c ze wzoru (5) uzyskano reszty j

~̂w , j = 1,…,n. Przypomnijmy, e s  to 
odpowiednio oceny pseudogranicy produkcyjnej oraz pseudoefektywno ci w punktach 
danych. Rezultaty przedstawiono w tabeli 1.

W dalszej kolejno ci przyst piono do realizacji etapu II. Zgodnie z wcze niejszymi 
uwagami do za o e  5 i 6 przyj to przyk adowo rozk ad normalny N(0, v

2) uci ty do 
przedzia u (-vmax, vmax) dla „szumu” v oraz rozk ad wyk adniczy Exp( ) dla sk adowej 
u zwi zanej z nieefektywno ci . Zrealizowano wzór (15) na g sto  czn  W

~
 b d cy 

zmody  kowan  wersj  wzoru (11), zgodnie ze uwagami zawartymi w cz ci czwartej 
niniejszego opracowania. Po szeregu mudnych, lecz prostych przekszta ce  uzyskano 
ostatecznie nast puj c  posta  tej g sto ci:

 ww
~f ~ =

12

~2
2
1exp

max

22
max

max
22

v

v

v

v

v
v

v

av
wv

  (16)

5 1GWh=3,6TJ (terad ul). 
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Tabela 1 
Wyniki uzyskane w etapie I metody DEA+.

Lp. yj
~̂ (xj) lnyj ln ~̂ (xj) j

~̂w

 1 100749 100749 11,52039 11,52039 0
 2 54677 54677 10,9092 10,9092 0
 3 51499,5 51499,5 10,84933 10,84933 0
 4 34356,7 34356,7 10,44455 10,44455 0
 5 33991,7 46883,28 10,43387 10,75542 -0,32154
 6 33731,4 42135,09 10,42618 10,64864 -0,22245
 7 32164,4 41151,15 10,37862 10,62501 -0,24639
 8 29404,3 29404,3 10,2889 10,2889 0
 9 28615,7 29431,12 10,26171 10,28981 -0,0281
10 28536,7 38289,02 10,25895 10,55292 -0,29397
11 20160,4 20160,4 9,911476 9,911476 0
12 19731,6 27213,16 9,889977 10,21146 -0,32148
13 17874,2 25937,79 9,791114 10,16346 -0,37234
14 16620,7 17007,94 9,718404 9,741436 -0,02303
15 16428,7 16428,7 9,706785 9,706785 0
16 15318,7 18621,02 9,63683 9,832046 -0,19522
17 14641,1 17974,8 9,591588 9,796726 -0,20514
18 12752,9 12752,9 9,453514 9,453514 0
19 10185,1 10527,49 9,228681 9,261745 -0,03306
20 10119,2 10593,52 9,22219 9,267998 -0,04581
21 9406,5 13667,05 9,149156 9,522743 -0,37359
22 8964 15231,13 9,100972 9,631097 -0,53013
23 7922,1 7922,1 8,977412 8,977412 0
24 6530 7890,613 8,784162 8,973429 -0,18927
25 4900,7 6260,078 8,497133 8,741948 -0,24481
26 4533,9 6487,502 8,419338 8,777633 -0,3583
27 4472,5 6130,73 8,405703 8,721069 -0,31537
28 4424,7 5164,437 8,394958 8,549551 -0,15459
29 3926,6 3926,6 8,275529 8,275529 0
30 3320,9 3320,9 8,107991 8,107991 0
31 3153,1 3153,1 8,056141 8,056141 0
32 1939 1939 7,569928 7,569928 0

ród o: opracowanie w asne.
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gdzie ( ) dystrybuanta rozk adu normalnego standaryzowanego oraz:

 a = 
maxmax

maxmax

2~̂
2~̂~̂

vwv
vwvw

j

jj .  (17)

W dalszej kolejno ci wyprowadzono wzór na zlogarytmowan  funkcj  wiarygod-
no ci opieraj c si  na resztach j

~̂w  jednostek pseudonieefektywnych.

 
j

j~ ~̂fln wW =  (18)

Jj vv

v

v

v
v

vav
wv 12lnln~̂2

2
1ln max

22
max

max
22 . 

W celu uzyskania zbie no ci procedury realizuj cej MNW narzucono nast puj ce 
restrykcje na parametry:

 , vmax, v  10-4 vmax/ v  10-4

v

vv 2
max [- j

~̂w / v  - 10-4   (19)

Ograniczenia te zapewniaj  „poprawne” zachowanie wyra e  b d cych argumentami 
dystrybuant zawartych we wzorze (18) na logarytm funkcji wiarygodno ci w trakcie 
trwania algorytmu. Za punkt startowy przyj to ostatecznie warto ci ( v; ; vmax) = 
(0,01; 0,01; 0,011515828). Startowa warto  vmax spe nia zale no  jj

~̂max w  = -2vmax. 
Jest wi c ci le zwi zana z kluczow  relacj  mi dzy resztami a odpowiednim para-
metrem. Istotne znaczenie dla uzyskania zbie no ci MNW ma tu u ycie najwi kszej 
reszty w ród obiektów nieefektywnych6.

Ostatecznie uzyskano nast puj ce oceny parametrów:

 maxˆˆˆ v,,v = (   ).  (20)

6 Nasuwa si  skojarzenie z metod  SMNK, gdzie najwi ksza reszta równie  odgrywa wa n  rol .



Metoda DEA+ w wersji jednoproduktowej 125

Jedynie ograniczenie
 v

vv 2
max  10  jest w tym punkcie spe nione s abo. Za pomoc  

oceny maxv̂  oszacowano rzeczywist  granic  produkcyjn  w punktach danych ze 
wzoru (10). Nast pnie oceny parametrów wykorzystano do obliczenia warto ci mier-
nika efektywno ci dla poszczególnych obiektów wg schematu opisanego w pracy 
Kumbhakar i Lovell (2000, s.78-82). Miernik ów dany jest wzorem7:

 TEj = exp(- Ê (uj j
~w ) n.  (21)

Aby zrealizowa  formu  (21) nale y w pierwszej kolejno ci uzyska  posta  roz-
k adu warunkowego U ~w. Korzystaj c z danych g sto ci zmiennych losowych U i V, 
po dokonaniu prostych przekszta ce  otrzymuje si :

 U w~  w~ ) ( v
2).  (22)

Odpowiedni rozk ad warunkowy jest wi c iloczynem rozk adu normalnego uci tego 
o redniej:

  = - w~ - vmax - v
2/ u   (23)

i wyra enia:

 w~ ) = 
bc

b

u

vexp 2

2

  (24)

gdzie u = 1/  (odchylenie standardowe U) oraz:

 b = 

max

2
max

max

2
max

2~

2~
~

vw,
v

vw,
vw

vu

vu

vu

vu

    (25)

 c = 
vu

vuv 2
max .  (26)

7 Jest to jedna z propozycji pomiaru efektywno ci przedstawiona we wspomnianej pracy ród o-
wej.
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Przy obliczaniu warto ci oczekiwanej wyst puj cej we wzorze (21) skorzystano 
ze wzorów zawartych w pracy Kumbhakar, Lovell (2000, s. 82), dok adaj c brakuj ce 
wyra enie C( ~w) dane wzorem (24). W zapisie dla obserwacji j = 1,…,n uzyskano:

 E (uj j
~w j

~w )[ j v
vj

vj

/
/   (27)

gdzie j = - j
~w - vmax - v

2/ u  oraz ( ) g sto  rozk adu normalnego standaryzowa-
nego. Zrealizowano wzór (27) na resztach j

~̂w  oraz ocenach parametrów uzyskanych 
za pomoc  metody DEA+ i uzyskano ocen  warto ci oczekiwanej wyst puj c  we 
wzorze (21), a tym samym otrzymano miernik TEj. Wyniki dla badanych jednostek 
produkcyjnych8 zestawiono w tabeli 2.

Widoczne jest, i  metoda ulega degeneracji i nie mo e by  stosowana dla obiek-
tów pseudoefektywnych, o czym wspominano wcze niej. Na koniec podkre lmy, i  
przyk ad ten ze wzgl du na ma  liczebno  próby ma jedynie ilustrowa  dzia anie 
metody. Uzyskane rezultaty nale y traktowa  z du  ostro no ci  ze wzgl du na 
asymptotyczne w asno ci DEA+.

Tabela 2 
Oszacowanie granicy produkcyjnej i miary efektywno ci w punktach danych.

j ~̂ (xj) TEj

 1 98741,48 x

 2 53587,51 x

 3 50473,32 x

 4 33672,11 x

 5 45949,09 0,739779

 6 41295,5 0,816842

 7 40331,17 0,797519

 8 28818,39 x

 9 28844,68 0,99208

8 Dla obiektów pseudoefektywnych warto ci miary TEj nie da si  obliczy  ze wzgl du na to, i  
w mianowniku wyra enia C( j

~̂w ) pojawia si  zero.
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j ~̂ (xj) TEj

10 37526,07 0,76046

11 19758,68 x

12 26670,91 0,739827

13 25420,96 0,703137

14 16669,04 0,996808

15 16101,34 x

16 18249,98 0,839395

17 17616,63 0,831108

18 12498,79 x

19 10317,71 0,987165

20 10382,44 0,974664

21 13394,72 0,702263

22 14927,64 0,600502

23 7764,244 x

24 7733,385 0,844404

25 6135,34 0,798777

26 6358,232 0,713084

27 6008,569 0,744363

28 5061,53 0,874196

29 3848,359 x

30 3254,728 x

31 3090,271 x

32 1900,363 x

ród o: opracowanie w asne.

6. ZAKO CZENIE

W niniejszej pracy przedstawiono wersj  jednoproduktow  metody DEA+ tzn. 
przyj to, i  badana grupa jednostek produkcyjnych wytwarza tylko jeden produkt. 
Taki w a nie wariant przedstawiony jest w ród owej pracy Gstach (1998). Docelowo 
jednak, zamierzeniem autora b dzie konstrukcja i wykorzystanie wersji wieloproduk-



Artur Pr dki128

towej metody DEA+, zgodnie z do  ogólnymi wskazówkami zawartymi w pracy 
Gstach (1999). Jest to konieczne ze wzgl du na to, i  DEA stosowana jest zwykle 
w takiej w a nie sytuacji. 
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METODA DEA+ W WERSJI JEDNOPRODUKTOWEJ

S t r e s z c z e n i e

W artykule opisano DEA+, która jest jedn  z metod s u cych do estymacji funkcji produkcji 
oraz miar efektywno ci technicznej. W pracy rozwa ono przypadek jednoproduktowy. Przedstawiono 
semiparametryczny model graniczny, b d cy podstaw  teoretyczn  metody oraz sam jej przebieg, wraz 
z uwagami krytycznymi dotycz cymi prawid owo ci funkcjonowania procedury. Ca o  ko czy przyk ad 
empiryczny ilustruj cy zastosowanie metody, przy wybranych za o eniach modelowych w odniesieniu 
do rozk adów sk adowych z o onego czynnika losowego. 

S owa kluczowe: DEA+, semiparametryczny model graniczny, funkcja produkcji, efektywno  
techniczna
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SINGLE-PRODUCT VERSION OF THE DEA+ METHOD

A b s t r a c t

In the article we present the DEA+ method as a tool for estimation of production function and 
technical ef  ciency measures. We restrict the scope of the study only to the single-product case. Once 
the underlying, semiparametric frontier model is discussed, we proceed with demonstrating the very 
algorithm of DEA+, and provide some critique of its validity. Finally, the method is illustrated with an 
empirical analysis under certain choices of distributions for each of the random variables constituting 
the composed error.

Keywords: DEA+, semiparametric frontier model, production function, technical ef  ciency




