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ROWNOWAGI NA RYNKACH Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI

1. WSTEP

W 1962 roku Gale i Shapley w pracy [5] przedstawili pewien prosty model rekru-
tacji kandydatéw do szkét. W modelu tym poszukuje sie tzw. skojarzen stabilnych tzn.
przydziatéw! kandydatéw do szkét takich, ze zadna para (kandydat, szkola) nie ma
motywacji do zmiany istniejacego przydziatu (zob. def. 3.1). Skojarzenia stabilne moga
by¢ zdefiniowane w tym modelu dzieki przyjeciu zalozenia o dwustronnych preferen-
cjach w uktadzie kandydaci-szkoly, tzn. zalozenia, ze kazdy kandydat posiada preferencje
w zbiorze szkét (na przyktad umie uporzadkowaé wszystkie szkoly w kolejnosci od
najlepszej do najgorszej), a kazda szkota posiada preferencje w zbiorze kandydatéw.

Model Gale’a-Shapleya moze by¢ traktowany jako pewien model rynku, na ktérym
kandydaci wystepuja w roli ,kupujacych”, szkoty — w roli ,sprzedajacych”, a dobra
ktérymi sie ,handluje”, to miejsca w szkotach. W literaturze ekonomicznej opisano
wiele innych rynkéw, ktére majg strukture podobng do struktury wyzej opisanego rynku
,szkolnego” (zob. [9]). Sg to tzw. rynki z dwustronnymi preferencjami, a jako szczegdlnie
wazny przyktad moze by¢ tutaj wymieniony rynek pracy (zob. [3], [6]). Badania takich
rynkéw nie ograniczaly sie jedynie do badan teoretycznych. Przeprowadzono wiele
badan empirycznych dotyczacych funkcjonujacych w praktyce systeméw kojarzenia
(np. systeméw rekrutacji stazystéw i lekarzy do szpitali w USA i Wielkiej Brytanii, zob.
[8]). Prowadzi si¢ réwniez intensywne badania eksperymentalne zwigzane z zachowa-
niem sie uczestnikéw takich systeméw — na przyklad ze sposobem, w jaki okreslajg
oni swoje preferencje (zob. np. [2], [7]).

W badaniu rynkéw z dwustronnymi preferencjami, opisywanych za pomocg modelu
Gale’a-Shapleya, wykorzystuje sie gtownie pojecie skojarzenia stabilnego, ktére moze
by¢ traktowane jako pewien rodzaj stanu réwnowagi na takim rynku (zob. komentarze
po def. 3.1). Ze wzgledu na brak wyraznie okreslonych cen débr oferowanych na takim
rynku, nie korzysta sie natomiast tutaj z klasycznego pojecia réwnowagi rynkowe;j.
Zauwazmy jednak, ze (na przyktad) na rynku ,szkolnym” role cen moglyby odgrywaé
minimalne liczby punktéw niezbedne do dostania sie do danej szkoty. Przypusémy, ze
szkota wyzsza okresla minimalng liczbe punktéw z kilku przedmiotéw maturalnych,
gwarantujaca dostanie sie na dany kierunek. Wowczas kandydat, ktéry posiada odpo-
wiednig liczbe punktéw, sktadajac podanie do tej szkoly, jak gdyby ,ptaci” ta liczba

I Gale i Shapley w [5] uzyli terminu assignment, ktéry tradycyjnie w polskiej literaturze optymaliza-
cyjnej ttumaczy sie jako przydzial.
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punktéw za miejsce na tym kierunku, a szkola, przyjmujac go, ,sprzedaje” mu to
miejsce.

W rzeczywistoSci systemy rekrutacji funkcjonujg inaczej, gdyz dopiero po przyje-
ciu kandydatéw mozemy okresli¢ tg minimalng liczbe punktéw (jako liczbe punktéw,
ktéra posiadat najgorszy z przyjetych kandydatow, przy zatozeniu, ze wszystkie miejsca
zostaly ,obsadzone”). Podana wyzej interpretacja pokazuje jednak, ze mozliwe jest
okreslenie pewnej liczby, ktéra odpowiada cenie dobra na tradycyjnym rynku. Mozliwe
jest, w zwigzku z tym, okreslenie réwnowagi rynkowej dla rynku ,szkolnego” i innych
podobnych rynkéw (zob. def. 4.3), a wiec mozna zastanawiaé sie nad zwigzkiem tak
okreslonej rownowagi z pojeciem skojarzenia stabilnego.

Warto zwréci¢ uwage, ze w ostatnich latach pojawito sie wiele prac (np. [1],
[10]), ktérych autorzy badaja zwiazki miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwnowa-
gami rynkowymi w tzw. modelach Shapleya-Shubika (jest to pewien dyskretny model
kojarzenia r6zny od modelu Gale’a-Shapleya). W modelach tych (w przeciwienstwie do
modeli typu Gale’a-Shapleya) przyjmuje sie, ze preferencje kupujacych zaleza od cen
towaréw oferowanych przez sprzedajacych. Nie ma natomiast opracowan, w ktérych
zalezno$ci miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwnowagami rynkowymi bytyby badane
dla modeli typu Gale’a-Shapleya.

Celem artykutu jest wprowadzenie precyzyjnej, formalnej definicji stanu réwnowagi
rynkowej w modelu Gale’a-Shapleya (ogélnie: na rynku z dwustronnymi preferencjami)
oraz podanie zwigzkéw miedzy tak okreslona réwnowaga rynkowsa, a skojarzeniem
stabilnym. Rownowaga rynkowa zostanie zdefiniowana w sposéb mozliwie ogélny, za
pomocg pewnego uktadu warunkéw, ktérych spelnienie gwarantuje kupujagcym otrzyma-
nie towaréw oferowanych przez sprzedajacych (zob. rozdz. 4). Takie ogdlne podejscie
umozliwia wprowadzenie pojecia réwnowagi nawet w sytuacji, gdy na danym rynku nie
da si¢ w naturalny sposéb wprowadzi¢ wielkosci, ktére moglyby spetniaé role cen.

Zawarto$¢ poszczeg6lnych rozdzialéw, gléwne tezy oraz zrédla pracy sa nastepu-
jace.W rozdziale 2 zostat przedstawiony klasyczny model rynku wzorowany na modelu
Gale’a-Shapleya ([5], [9]) oraz zostaly opisane dwa uproszczone modele rynkéw stuzace
jako ilustracja przedstawionej teorii (model w przyktadzie 2.1 jest znanym modelem
Gale’a-Shapleya [5], model w przyktadzie 2.2 jest oryginalny). W rozdziale 3 zostata
wprowadzona klasyczna definicja stabilnosci [5]. W rozdziale 4 zostalo wprowadzone
ogélne pojecie rownowagi w modelu G-S zaczerpniete z pracy [12]. W rozdziale 5
zostaly zdefiniowane tzw. rozszerzenia poprawiajace oraz sformulowano twierdzenie
(zaczerpniete z [12]) o wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy skojarzeniami
stabilnymi, a tzw. réwnowagami stabilnymi. Rozdziaty 6 i 7 zawieraja niepublikowang
dotad teorie tzw. rownowag porzadkowych, a w szczegdlnosci twierdzenie 7.1 o wza-
jemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy skojarzeniami stabilnymi, a tzw. réwno-
wagami brzegowymi. Rozdzial 8 zawiera przyklady ilustrujace omawiang teorie.

2. MODEL RYNKU Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI

Bedziemy postugiwali si¢ bardzo uproszczonym modelem rynku, w ktérym wyste-
puja skoniczone zbiory kupujgcych i sprzedajacych, skonczona liczba niepodzielnych



56 Zbigniew Switalski

towarow, a takze preferencje kupujacych i sprzedajacych (kupujacy majg preferencje
w zbiorze sprzedajacych, a sprzedajacy — preferencje w zbiorze kupujgcych). W przy-
ktadach 2.1 i 2.2 nieco konkretyzujemy ten model, chociaz, ze wzgledu na cel pracy,
nie bedziemy zajmowali sie szczegétowym opisem faktycznie funkcjonujacych rynkéw
(ani rynku ,szkolnego”, ani rynku nieruchomosci). Opisy i modele réznych rynkéw
tego rodzaju znajdujg sie np. w [8] i [9].

Zat6zmy, ze dany jest skonczony zbior kupujacych, oznaczony przez K i skonczony
zbiér sprzedajacych, oznaczony przez S. Kazdy sprzedajacy s € S posiada g, (s = 1)
niepodzielnych jednostek pewnego towaru, ktére moze sprzedaé kupujgcym (rézni
sprzedajacy posiadajg rézne towary, natomiast kazdy konkretny sprzedajacy posiada
g, identycznych egzemplarzy dokladnie jednego towaru). Kazdy kupujacy chce kupié
doktadnie jedna jednostke ktéregos$ z towaréw, a kazdy sprzedajacy chciatby sprzedad
wszystkie g, jednostek swojego towaru (moze sie oczywiscie zdarzyé, ze dany kupujacy
ostatecznie nic nie kupi, a dany sprzedajgcy nie wszystko sprzeda).

Zaktadamy tez, ze kazdy kupujacy k € K ma preferencje w zbiorze S okreslone za
pomocg pewnego liniowego porzadku >. Innymi stowy, kupujacy k jest w stanie ustawic¢
wszystkich sprzedajacych (czyli tym samym towary, ktére oni posiadajg) w kolejnosci
od najbardziej mu odpowiadajgcego do najmniej mu odpowiadajacego. Ciag sprzeda-
jacych ustawionych w takiej kolejnosci bedzie nazywany lista preferencji kupujacego k.
Jesli na przyktad S = {s, ¢, u}, to zapis k: tsu oznacza, ze kupujacemu k najbardziej
odpowiada towar, ktérym dysponuje sprzedajacy ¢, nastepnie towar sprzedajgcego s,
a najmniej mu odpowiada towar sprzedajacego u (inaczej ¢t >; s > u). Ciag tsu jest
w tym przypadku listg preferencji kupujacego k. Przyjmujemy, dla uproszczenia, ze
réwnowaznoSci sg niedopuszczalne, to znaczy dla dowolnych dwdéch sprzedajacych
(towaréw) sp i s, albo k woli s; od s,, albo woli s, od sq i inne sytuacje sg niemoz-
liwe. Symbol s; = s, bedzie oznaczal, ze s; > s lub s1 = s3.

Analogicznie okre§lamy preferencje sprzedajacych w zbiorze K. Zaktadamy, ze
kazdy sprzedajacy jest w stanie ustawi¢ kupujacych w kolejnosci od najbardziej mu
odpowiadajacego do najmniej mu odpowiadajacego i utworzy¢ w ten sposéb swojg
liste preferencji zawierajacg wszystkich kupujacych (nie dopuszczamy réwnowaznosci).
Bedziemy uzywali symboli > i =, ktére majg podobne znaczenie jak poprzednio
(tzn. oznaczajg preferencje sprzedajacego s € S). OczywiScie zatozenie o preferen-
cjach sprzedajacych w stosunku do kupujgcych jest mniej naturalne niz zalozenie
o preferencjach kupujgcych w stosunku do sprzedajacych, ale w podanych nizej przy-
ktadach opisane sg sytuacje, w ktérych przyjecie tego zalozenia jest jak najbardziej
usprawiedliwione.

PRZYKEAD 2.1. (rynek ,szkolny”)

Modelem rynku jest w tym przyktadzie model rekrutacji kandydatéw do szkét zapro-
ponowany w 1962 roku przez Gale’a i Shapleya [5]. Model Gale’a-Shapleya stanowit
inspiracje do prowadzenia wielu badan (zaréwno teoretycznych, jak i empirycznych)
dotyczacych réznego rodzaju rynkéw pracy czy rynkéw aukeyjnych ([8], [9]). W bada-
niach tych uwzgledniano rézne szczegélowe aspekty funkcjonowania takich rynkow.
Przedstawiony ponizej model jest tylko najprostszg wersjg modelu Gale’a-Shapleya,
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bedaca uproszczonym opisem dobrze znanych i dziatajgcych w praktyce (réwniez
w Polsce) systeméw rekrutacji do szkot (np. wyzszych), zob. [11], [13].

W modelu tym zbiorem K jest zbiér kandydatéw do szkol. Kazdy z kandydatéw
chcialby otrzymacé (,kupi¢”) jedno miejsce w ktorejs ze szkédt ze zbioru S. Kandydaci
maja preferencje w zbiorze S (tzn. kazdy kandydat ma szkoty bardziej lub mniej mu
odpowiadajgce i jest w stanie umie$ci¢ na swojej liScie preferencji wszystkie szkoly
w kolejnosci od najlepszej do najgorszej)?. Z kolei szkoty majg preferencje w zbiorze K
(szkoty punktujg kandydatéw za rézne osiagniecia — na przyktad uwzgledniajac oceny
maturalne — i w ten spos6b sg w stanie ustawi¢ wszystkich kandydatéw na swojej
liscie preferencji). Zaktadamy przy tym, ze wszyscy kandydaci oceniani przez dang
szkole maja rézne liczby punktéw3. Liczbe g, interpretujemy w tym przypadku jako
limit szkoly s € S, tzn. maksymalng liczbe kandydatéw, ktorg ta szkota jest w stanie
przyjac.

PRZYKEAD 2.2. (rynek nieruchomosci)

Waznym nurtem badan w teorii ekonomii jest analiza rynkéw débr niepodzielnych,
czesto o duzej wartoSci (domy, mieszkania, samochody, dzieta sztuki itp.). Modele mate-
matyczne takich rynkéw (w szczegélnosci modele réwnowagi) sa czesto, wbrew pozo-
rom, bardziej skomplikowane od klasycznych modeli réwnowagi, w ktérych preferencje
modelowane sg za pomocg ciggtych funkcji uzytecznosci (zob. np. [14]). W naszych
rozwazaniach wystarczy postugiwanie si¢ jedynie bardzo prostym modelem, w ktérym
preferencje sprzedajacych sg wyznaczone za pomocg cen granicznych, ktére kupujacy
gotowi sg zaptaci¢ za towary oferowane przez sprzedajacych.

Przypu$émy na przyktad, ze sprzedajacymi sg deweloperzy ze zbioru S, z kté-
rych kazdy (s € S) oferuje do sprzedazy pewng liczbe (g5) jednakowych mieszkan
(jesli mieszkania oferowane przez s réznilyby sie swoimi charakterystykami i miatyby
— w oczach kupujacych rézng warto$é, to moglibySmy zatozyé, ze kazde mieszkanie
oferuje inny sprzedawca). Kupujacymi sg klienci ze zbioru K, z ktorych kazdy zamierza
kupi¢ doktadnie jedno mieszkanie. Zaktadamy, ze kazdy kupujacy posiada preferencje
w zbiorze oferowanych mieszkan (réwnowaznie — w zbiorze S) okreslone za pomoca
pewnego liniowego porzadku. Preferencje te (podobnie jak w neoklasycznej teorii kon-
sumenta) nie zalezg od cen oferowanych mieszkan. Preferencje sprzedajacych w zbiorze
kupujacych okreslamy nastepujaco. Niech ay, oznacza maksymalng cene, ktérg kupujacy
k € K jest w stanie zaplaci¢ za mieszkanie sprzedawane przez sprzedajgcego s € S.
Zakladamy, ze jesli k # [, to ay; # ajs. Relacja preferencji > dla sprzedajacego s jest
okreslona w zbiorze K nastepujgco:

2 W praktyce kandydaci maja preferencje w podzbiorach zbioru S (tzn. s3 w stanie uporzadkowaé
tylko niektére szkoly ze zbioru S). Przedstawiong teorie mozna tatwo rozszerzy¢ réwniez na taki przypadek
(zob. [12]).

3 W praktyce kandydaci mogg mie¢ te samg liczbe punktéw. Zakladamy, ze w takiej sytuacji szkota
stosuje dodatkowe kryteria (np. uwzglednia punkty z dodatkowych przedmiotéw), ktére pozwalajg rozréznic¢
kandydatéw. Jesli szkota nie jest w stanie rozrézni¢ kandydatéw na swojej liScie preferencji (tzn. niektérzy
kandydaci sa réwnowazni), to niezb¢dne byloby wprowadzenie do teorii tzw. migkkich limitéw (zob. [11]),
ale nie bedziemy sie tym zajmowali w tym artykule.
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(sprzedajacy woli klienta, ktéry gotowy jest zaptaci¢ wiecej od tego, ktéry gotowy jest
zaplaci¢ mniej).

3. SKOJARZENIA I SKOJARZENIA STABILNE

Symbol ks bedzie oznaczal pare nieuporzadkowang ztozong z elementéw k € K
is €S, czyli zbiér dwuelementowy {k, s}. Niech E (K, S) oznacza zbiér wszystkich
par nieuporzadkowanych zlozonych z elementéw zbioréw K i S, tzn.

EK, S) = {ks: k €K, s € S}.

Zbiér wszystkich transakcji na rynku mozna przedstawié¢ jako pewien podzbiér
zbioru E(K, S). Podzbiér taki bede nazywat skojarzeniem?. Jesli u C E (K, S) jest sko-
jarzeniem, to symbol u (k) bedzie oznaczal sprzedajacego, z ktérym k zawarl transakcje
(oczywiscie moze by¢ co najwyzej jeden taki sprzedajacy, jesli takiego sprzedajacego
nie ma to przyjmujemy u (k) = @). Symbol u (s) bedzie natomiast oznaczal zbiér
kupujacych, ktérzy zawarli transakcje z s (moze by¢ u (s) = @). Z podanych wczeéniej
zatozen wynika, ze liczba elementéw zbioru u (s) nie przekracza q;. Skojarzenie u
bedzie sie nazywalo skojarzeniem zupelnym, jesli liczba elementéw kazdego zbioru
u (s) jest réwna g,. Wszystkie skojarzenia w dalszej czeSci artykulu beda skojarzeniami
zupelnymi. Warunkiem istnienia w zbiorze E (K, S) przynajmniej jednego skojarzenia
zupelnego jest nieréwnod¢ n = 2 ¢ ) g5, gdzie n jest liczbg elementéw zbioru K.

Definicja 3.1. Skojarzenie u C E (K, S) nazywa si¢ skojarzeniem stabilnym, jesli
nie istnieje para ks (nazywana parg blokujaca dla u) taka, ze

1) k woli s od u (k),

2) s woli k od przynajmniej jednego [ € u(s)
(zaktadamy, ze warunek 1) jest automatycznie spelniony, jesli u (k) = @).

Zbiér transakcji u jest wiec niestabilny, jesli istnieje para ks (blokujaca dla u) taka,
ze k i s woleliby zawrzeé transakcje ze sobag niz ze swoimi aktualnymi partnerami
(tzn. s z jednym ze swoich aktualnych partneréw). W takiej sytuacji k i s beda mieli
tendencje do zmiany istniejgcego uktadu (np. zerwania dotychczasowych uméw). Jesli
wigc chcemy, aby rynek byl stabilny, to powinni$émy dazy¢ (lub zachgcaé uczestnikéw
rynku) do tworzenia skojarzen stabilnych.

Pojecie skojarzenia stabilnego jest podstawa teorii kojarzenia zapoczatkowang
przez Gale’a i Shapleya ([5]) i rozwijang przez wielu ekonomistéw (zob. np. [9]).
Skojarzenie stabilne moze by¢ traktowane jako pewien rodzaj stanu réwnowagi na
rynku z dwustronnymi preferencjami (gdyz zadna para uczestnikéw rynku nie ma

4 Uzywam terminu skojarzenie, ktéry odpowiada uzywanemu powszechnie w teorii rynkéw z dwustron-
nymi preferencjami terminowi matching. W teoriach réwnowagi ekonomicznej czgsto uzywany jest w tym
kontekscie termin alokacja.
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tendencji do zmiany istniejgcego uktadu). Zauwazmy, ze gdybySmy wprowadzili na
takim rynku jaki$ uklad cen, to moglibysémy zdefiniowaé¢ zwykla réwnowage rynkowa
(w sensie Walrasa). Interesujace byloby wéwczas nastepujace pytanie: Jaki jest zwigzek
skojarzen stabilnych z réwnowagami rynkowymi wyznaczonymi przez pewien uktad
cen? W nastepnych punktach bede prébowal odpowiedzie¢ na to pytanie, przy czym
rownowage rynkowg zdefiniuje w sposéb bardzo ogélny, niekoniecznie odwolujacy sie
do okreslonego ukladu cen (réwnowaga cenowa bedzie szczegblnym przypadkiem tak
ogdélnie okreslonej rownowagi).

4. ROWNOWAGA NA RYNKU Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI

Zat6zmy, ze sprzedajacy okreslaja pewne warunki, ktérych spetnienie przez kupu-
jacych gwarantuje im (kupujacym) otrzymanie débr posiadanych przez sprzedajacych.
Typowym warunkiem tego rodzaju jest warunek cenowy. Jesli mianowicie sprzedajacy s
okresla cene pg na swoje dobro, to oznacza to, ze stawia warunek: ,Jesli zaptacisz mi
kwote ps, to otrzymasz jedng jednostke posiadanego przeze mnie dobra”. Szkolty moga
okresli¢ pewne progi punktowe jako warunki dostania sie do danej szkoly. Warunek
taki mozna sformutowaé nastepujaco: ,Jesli wykazesz sie odpowiednig liczbg punktéw
z wyznaczonych przedmiotéw maturalnych, to zostaniesz przyjety do naszej szkoty”.
Szkoly, firmy lub inne instytucje (ogélnie: dysponenci pewnych débr) moga stawiaé
bardzo rézne warunki, ktére gwarantujg ,kupujacym” otrzymanie danych débr.

Zal6zmy wiec, ze w rozwazanym przez nas modelu kazdy sprzedajacy s € S wyzna-
czyl pewien warunek (warunki) taki, ze jesli kupujacy k € K spetnit ten warunek, to
moze otrzyma¢ jedng jednostke dobra posiadanego przez s. Symbolem W (s) oznaczymy
zbi6r kupujacych, ktérzy spetili warunek okreslony przez sprzedajacego s, tzn.

W(s) = {k € K : k spelnit warunek wyznaczony przez s}.

W dalszych rozwazaniach (w szczegélnosci przy definiowaniu réwnowagi) istotne
beda jedynie zbiory W (s), a nie konkretny opis warunkéw wyznaczajacych te zbiory.
Warunki wyznaczone przez sprzedajacych mozemy wiec (ryzykujac pewng niedoktad-
no$¢, niemajaca jednak wplywu na postaé prezentowanych dalej definicji i twierdzen)
utozsami¢ ze zbiorami W (s). Rodzing zbioréw W (s) C K indeksowang przez elementy
s € S bedziemy nazywali uktadem warunkéw na rynku z dwustronnymi preferencjami
(rynek DP). Wygodnie bedzie przedstawia¢ takg rodzine za pomocg funkcji W: S - P (K)
(P (K) jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru K). Przyjmujemy wiec nastepujaca
definicje.

Definicja 4.1. Uktadem warunkéw na rynku DP nazywamy dowolng funkcje
W: S = P(K).

To, ze dany jest uktad warunkéw W, oznacza ze okreSlone sg pewne podzbiory
W (s) zbioru wszystkich kupujacych K. Kazdy ze zbioréw W(s) wyznacza ogranicze-
nie, jakie stawia sprzedajacy s kupujgcym, tzn. tylko kupujacy ze zbioru W(s) moga
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zawrzed transakcje ze sprzedajacym s. O zbiorach W (s) w tej chwili nic nie zaktadamy,
tzn. przyjmujemy, ze kazdy sprzedajacy moze w zupelnie dowolny sposéb okresli¢
warunki ograniczajace zbiér kupujacych, z ktérymi gotowy jest zawrzeé transakcje
(w szczegolnosci zaktadamy, ze mozliwy jest przypadek, gdy W(s) = &, tzn. warunki
moga by¢ tak silne, ze Zaden kupujacy nie jest w stanie ich spetnic).

W dalszej czesci artykulu bedziemy badaé, jakie rodzaje warunkéw (tzn. jakie
rodziny zbioréw W (s)) wyznaczaja réwnowage na rynku DP, oraz co trzeba zalozyé
o zbiorach W (s), zeby réwnowadze tej odpowiadalo skojarzenie stabilne.

Aby zdefiniowaé¢ réownowage na rynku DP, musimy okresli¢, przy danym uktadzie
warunkéw W, popyt na dobra oferowane przez sprzedajacych. Popyt na dobro ofero-
wane przez sprzedajgcego s tworzg mianowicie ci kupujacy, ktorzy spetniajg warunki
W (s) i dla ktérych s jest najlepszym sprzedawca sposréd tych, ktérych warunki dany
kupujacy spelnit.

Okreslimy wielko$¢ popytu w sposéb bardziej formalny. Niech

Dyk) ={s € S: ke W(s)}

bedzie zbiorem débr (sprzedajacych) ,dopuszczalnych” dla kupujacego k przy warun-
kach W, tzn. zbiorem sprzedajacych, ktérych warunki k spetnit i ktérzy gotowi sg
w zwigzku z tym sprzeda¢ mu posiadane przez siebie dobro (nie wykluczamy sytuacji,
ze zbior Dy, (k) jest pusty, tzn. ze k nie spelnil warunkéw zadnego sprzedajacego).

Dla danego kupujacego k, dla ktérego Dy (k) # &, okreSlamy nastepnie najlep-
szego sprzedajacego jako

My (k) = max {s € S: s € Dy (k)}.

W podanym wzorze bierzemy maksimum ze wzgledu na relacje preferencji kupu-
jacego k w zbiorze Dy (k) (poniewaz relacja preferencji jest liniowym porzadkiem
w S, a wiec rowniez w Dy (k), wiec istnieje dla niej jednoznacznie okreslony element
maksymalny w zbiorze Dy (k)).

Definicja 4.2. Méwimy, ze kupujacy k tworzy popyt na dobro oferowane przez
sprzedajacego s, jesli My (k) = s.

Innymi stowy, k tworzy popyt na dobro oferowane przez s, jesli s jest najlepszym
sprzedajacym wsrdd wszystkich sprzedajacych dopuszczalnych dla k.

Zbiér wszystkich kupujgcych, ktérzy tworza popyt na dobro oferowane przez s
oznaczymy symbolem ¢y, (s). Mamy wiec

ow(s) = {k € K : My(k) = s}.
Wielko$¢ popytu na dobro s mozemy okresli¢ jako liczbe elementéw zbioru ¢y (s)

(bedziemy ja oznaczaé¢ symbolem |py (s)|). Poniewaz podaz dobra s jest réwna g,
dochodzimy w oczywisty sposéb do pojecia réwnowagi.
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Definicja 4.3. Uktad warunkéw W tworzy réwnowage na rynku z dwustronnymi
preferencjami, jesli dla dowolnego s € S mamy

low ()| = gs.

W sytuacji rownowagi liczba kupujacych, ktérzy tworzg popyt na dobro oferowane
przez s jest wiec dokladnie réwna podazy dobra s (tzn. liczbie gj).

Zauwazmy, ze wprowadzone pojecie réwnowagi jest analogiczne do pojecia row-
nowagi konkurencyjnej w klasycznych (cigglych) modelach rynku. Zbiér Dy, (k) moze
by¢ traktowany jako odpowiednik zbioru wigzek dopuszczalnych w teorii konsumenta,
natomiast element My (k) — jako odpowiednik pojecia wigzki optymalnej. Funkcja
(W, s) = |pw(s)| moze by¢ interpretowana jako funkcja popytu w rozwazanym przez
nas modelu.

5. SKOJARZENIA STABILNE A ROWNOWAGI

Okazuje sig, ze istnieje Scisly zwigzek miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwno-
wagami rynkowymi zdefiniowanymi za pomocg definicji 4.3. Aby okresli¢ ten zwigzek,
wprowadzimy dwa pojecia: réwnowagi podstawowej i rozszerzenia poprawiajacego
dang réwnowage. Zauwazmy najpierw dwa proste fakty dotyczace zbioréw ¢y (s):

(F1) Zbiory @y (s) sa rozlaczne (dla réznych s, przy ustalonym W),
(F2) oy (s) C W(s) dla dowolnego s € S.

Fakt (F1) wynika stad, ze dla kazdego k optymalny sprzedajacy My (k) jest jedno-
znacznie okreSlony, a fakt (F2) jest konsekwencjg definicji oy (s), My (k) i Dy (k).

Definicja 5.1. Réwnowaga W jest réwnowagg podstawowg jesli dla dowolnego
s € S mamy

pw(s) = W(s).

Jesli warunki W tworzg réwnowage podstawows, to oznacza to, zZe:

1. Kazdy kupujacy, ktéry spelnia warunki W (s), tworzy popyt na dobro s (nie ma
kupujacych, ktérzy spetnialiby W (s) i chcieliby otrzymaé inne dobro niz s),

2. Kazdy kupujacy spetnia warunki tylko jednego sprzedajacego (bo zbiory W(s)
sg rozlgczne, co wynika z (F1) i definicji 5.1)

Mozna tez powiedzied, ze w warunkach réwnowagi podstawowej kazdy sprzedajacy
sprzedaje swéj towar wybranym kupujacym, ktérzy sa z géry ustaleni (sprzedajacy s
sprzedaje swoj towar wszystkim ze zbioru W (s)).

Roéwnowagi podstawowe sg nieco sztucznym tworem (na przyklad na rynku szkol-
nym na ogoét bedzie wielu kandydatéow spetniajgcych warunki danej szkoty, ale nie
pragnacych uczy¢ sie w tej szkole), bedg jednak potrzebne w dalszych rozwazaniach,
gdyz kazdej takiej rownowadze odpowiada doktadnie jedno skojarzenie i na odwro6t.
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Niech bowiem u C E (K, S) bedzie dowolnym skojarzeniem. Mozemy wéwczas
okresli¢ rownowage podstawowg wzorem:

W)(s) = u(s) =1k € K: ks € u}.

Okazuje sie, ze odwzorowanie u - W (u) jest wzajemnie jednoznaczng odpowied-
nio$cig miedzy zbiorem skojarzen (zupelnych), a zbiorem réwnowag podstawowych
(zob. [12]).

Interesujgca bylaby odpowiedZ na pytanie: jakie rownowagi odpowiadajg przy
odwzorowaniu u = W (u) skojarzeniom stabilnym. OdpowiedZ na to pytanie jest zawarta
w ponizej podanym twierdzeniu 5.4. Przed sformutowaniem tego twierdzenia potrzebne
sg jeszcze dwie definicje.

Definicja 5.2. Niech W bedzie réwnowaga podstawowg. Rozszerzeniem poprawia-
jacym réwnowage W nazywamy odwzorowanie V: S - P (K) takie, ze

1. W(s) C V(s) dla dowolnego s € S,

2. Dla dowolnego s € S, jesli k spelnia warunki V(s) i nie spelnia warunkéw
W (s), to istnieje [ € W(s) taki, ze k jest lepszy od [ dla sprzedajacego s.

Okreslenie rozszerzenia poprawiajacego rownowage W oznacza, dla kazdego sprze-
dajgcego, ostabienie warunkéw W, ale w taki sposéb, ze kazdy kupujgcy spelniajgcy
nowe warunki i niespelniajacy starych jest lepszy od przynajmniej jednego kupuja-
cego spelniajgcego stare warunki. Inaczej méwiagc, oznacza to, ze kazdy sprzedajacy
okresla nowe, mniej restrykcyjne warunki zakupu swoich towaréw, przy czym stara
sie to zrobi¢ w taki sposéb, aby kazdy kupujacy spetniajacy te nowe warunki byt dla
tego sprzedajacego co najmniej tak dobry, jak najgorszy z dotychczasowych kupuja-
cych (na przyktad, zeby oferowal cene réwng co najmniej najnizszej z cen dotychczas
oferowanych). Rozszerzenie warunkéw nie powinno wiec by¢ takie, aby ktérykolwiek
ze sprzedajacych na tym stracit.

Nie kazde rozszerzenie poprawiajace dang rownowage jest réwnowagg (np. roz-
szerzenie g (v) w przyktadzie 8.1). Réwnowagi, ktére majg te wlasnosé, ze kazde ich
rozszerzenie poprawiajace jest rownowagg, bede dalej nazywal rownowagami stabil-
nymi. Mamy wiec nastepujgcg definicje.

Definicja 5.3. Réwnowaga podstawowa nazywa sie réwnowaga stabilng, jesli
dowolne jej rozszerzenie poprawiajace jest rownowaga.

W tradycyjnym ujeciu réwnowagi (np. w fizyce lub w teorii réwnowagi rynkowej)
stabilno$¢ réwnowagi oznacza w pewnym sensie trudno$¢ w wytraceniu danego uktadu
ze stanu réwnowagi. W rozwazanym tutaj modelu dyskretnym oczywiscie trudno byloby
wprowadzi¢ formalnie analogiczne pojecie stabilnosci. Wydaje si¢ jednak, ze powyzsza
definicja jest uprawniona i ma pewien element wspélny z klasyczng definicja, gdyz
moéwi o tym, ze jesli przejdziemy od danej réwnowagi do jej rozszerzenia poprawiaja-
cego (czyli dokonamy operacji, ktérag w pewnym sensie mozna nazwaé ,wytraceniem
ze stanu réwnowagi”), to znowu znajdziemy sie w stanie réwnowagi.
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Okazuje sie, ze istnieje pewien prosty zwigzek miedzy tak zdefiniowanymi réwno-
wagami stabilnymi, a skojarzeniami stabilnymi w sensie Gale’a-Shapleya (zob. [12]).

Twierdzenie 5.4. Odwzorowanie u - W (1) okresla wzajemnie jednoznaczng odpo-
wiednio$¢ miedzy zbiorem skojarzen stabilnych, a zbiorem réwnowag stabilnych.

Z twierdzenia 5.4. wynika, ze kazdemu skojarzeniu stabilnemu odpowiada doklad-
nie jedna réwnowaga stabilna, a kazdej réwnowadze stabilnej odpowiada doktadnie
jedno skojarzenie stabilne. Z twierdzenia tego mozemy tez otrzymac nastepujaca cha-
rakteryzacje skojarzen stabilnych:

Wniosek 5.5. Skojarzenie u jest stabilne wtedy, i tylko wtedy, gdy réwnowaga
W (u) jest stabilna.

6. ROWNOWAGI PORZADKOWE

Zdefiniujemy teraz tzw. réwnowagi porzadkowe, ktérych szczegdlnym rodzajem sa
rownowagi cenowe (tzn. rownowagi, dla ktérych warunki W (s) okreslone sg za pomoca
cen ps wyznaczonych przez sprzedajacych, a preferencje sprzedajacych w zbiorze K
okreslone sg za pomocg maksymalnych cen ag oferowanych przez kupujacych — podob-
nie jak w przykladzie 2.2).

Rownowaga porzadkowa jest okreslona za pomocg tzw. warunkéw porzadkowych,
tzn. warunkow, ktére majag te wlasnosé, ze jesli jakis kupujacy spetnia taki warunek, to
kazdy kupujacy lepszy od niego tez spetnia ten warunek. Jesli na przyktad sprzedajacy s
sprzedaje swoj towar za cene p, (co oznacza, ze zaplacenie ceny pg jest warunkiem
otrzymania przez kupujacego towaru oferowanego przez s), a pewien kupujacy k € K
jest skfonny zaptaci¢ cene aps = ps, to kazdy kupujacy [ € K, ktéry gotowy jest zapta-
ci¢ wiecej niz ags (np. ajs > ays) automatycznie spelnia warunek sprzedajacego s, bo
oczywiscie ajg > ps.

Definicja 6.1. Warunek W (s) nazywa sie¢ warunkiem porzadkowym, jesli dla dowol-
nych k, [ € K zachodzi:

keWi) il > k=>1€ W().
Jesli W(s) # &, to ,porzadkowos¢” W (s) oznacza, ze
W(s) = {k € K : k =, min W(s)}.
(Jesli W(s) # @, to min W (s) oznacza minimalny element zbioru W (s) ze wzgledu
na porzadek >). Innymi stowy, W(s) jest w tym przypadku przedziatem poczatkowym
w zbiorze liniowo uporzgdkowanym K. Przedzial ten sklada sie z pewnego ,granicz-

nego” kupujacego k = min W (s) i wszystkich kupujacych lepszych od niego (w sen-
sie relacji >g). Graniczny (tzn. najgorszy w zbiorze W(s)) kupujacy bedzie nazywany
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minimalnym kupujgcym dla s ze wzgledu na warunki W (s) (minimalny kupujacy jest
okreslony tylko w przypadku, gdy W(s) # @).

Przyktadem warunku porzadkowego jest wlasnie przedstawiony powyzej warunek
cenowy, dla ktérego

W(s) = {k € K : ais = pst,

gdzie pg jest ceng okreslong przez sprzedajacego s € S, a liczby a; sg interpretowane
tak jak w przyktadzie 2.2.

Definicja 6.2. Robwnowaga W nazywa sie rownowagg porzadkowa, jesli wszystkie
warunki W(s), s € S, sa warunkami porzadkowymi.

Definicja 6.3. Rébwnowaga porzadkowa W nazywa sie rownowagg brzegows, jesli
kazdy minimalny kupujacy dla s € S, przy warunkach W(s), tworzy popyt na s, tzn.
jesli dla dowolnego k € K spelniony jest warunek:

k = min W(s) = s = My (k).

Innymi stowy, dla réwnowagi brzegowej zachodzi min W(s) = min ¢y (s)
(zauwazmy, ze W(s) # @&, bo W jest réwnowagg). Warunki W (s) dla réwnowagi brze-
gowej majg wiec te wlasno$é, ze jesli pewien kupujacy k jest najgorszy w zbiorze
wszystkich kupujacych spetniajgcych warunki W(s), to sprzedajacy s jest najlepszy
dla k w zbiorze wszystkich sprzedajacych, ktérych warunki kupujacy k spelnit.

7. ZWIAZEK ROWNOWAG PORZADKOWYCH ZE SKOJARZENIAMI STABILNYMI

Twierdzenie 5.4 pokazuje, Ze istnieje $cisly zwigzek miedzy skojarzeniami stabilnymi
a réwnowagami stabilnymi (bedacymi pewnym rodzajem réwnowag podstawowych).
Okazuje sie, ze mozna ustanowi¢ réwniez podobny zwigzek (podany nizej w twier-
dzeniu 7.1) miedzy skojarzeniami stabilnymi a réwnowagami brzegowymi (bedacymi
pewnym rodzajem réwnowag porzadkowych).

Zdefiniujemy najpierw pewne odwzorowanie ze zbioru skojarzen (zupelnych) do
zbioru funkcji S = P (K). Niech u bedzie dowolnym skojarzeniem. Definiujemy funkcje
g):S - P(K) nastepujaco:

gw)(s) = {k € K: k =5 min u(s)}.

Poniewaz u jest zupelne, wiec zbiory u (s) sa niepuste, czyli odwzorowanie g jest
dobrze okreslone.

Twierdzenie 7.1. Odwzorowanie 4 - g (1) okresla wzajemnie jednoznaczng odpo-
wiednio$¢ miedzy zbiorem skojarzen stabilnych a zbiorem réwnowag brzegowych.
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Dowdd. Okreslimy odwzorowanie h ze zbioru funkcji S - P(K) do zbioru
podzbioréw zbioru E (K, S). Niech V bedzie funkcja S - P(K). Definiujemy zbiér
h(V) C E (K, S) nastepujaco:

h(V) =1{ks € E(K, S): s = My(k)} = {ks € E(K, S): k € py(s)}.

Latwo zauwazy¢, ze jesli V jest réwnowaga, to & (V) jest skojarzeniem (zupetnym).
Aby udowodni¢ twierdzenie 7.1 wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie g przeksztalca
skojarzenia stabilne na réwnowagi brzegowe, h przeksztalca réwnowagi brzegowe
na skojarzenia stabilne oraz, ze g i h sa wzajemnie do siebie odwrotne. W tym celu
udowodnimy nastepujgce dwa lematy:

Lemat 7.2. Jesli u jest skojarzeniem stabilnym, to g (u) jest réwnowaga brzegowa

oraz h(gw)) = u,

Lemat 7.3. Jesli V jest rownowaga brzegowa, to h (V) jest skojarzeniem stabilnym
oraz g(h(V)) = V.

Dowéd lematu 7.2. Niech u bedzie dowolnym skojarzeniem stabilnym. Udowodnimy
po kolei nastepujace fakty:

(1) g(u) jest rownowagg porzadkowa,

(2) u C hgW),

() u = hgw),

(4) g(u) jest rownowaga brzegowsa.

Aby udowodnié¢ (1), nalezy zauwazy¢, ze g (u) jest rozszerzeniem poprawiajacym
rownowagi podstawowej W(u) (bo W (u) jest wyznaczona za pomocg zbioréow u(s)),
a wiec na mocy wniosku 5.5 i definicji 5.3, uwzgledniajac zalozenie, ze p jest stabilne,
otrzymujemy, ze g (u) jest rbwnowagg. Bezposrednio z definicji g (u) wynika tez, ze
g (u) jest rownowaga porzadkowas.

Przystepujemy do dowodu zawierania (2). Zatézmy, ze ks € u. Stad k € u(s),
czyli k =g min u (s), a wigc k € g(u)(s). Stad s € Dg(y) (k). Niech t = My, (k) bedzie
elementem maksymalnym w zbiorze Dy (,) (k) ze wzgledu na relacje > (taki element
istnieje, bo Dg(y) (k) # &). Udowodnimy, ze ¢ = s. Dowdd przeprowadzimy nie wprost.
Gdyby ¢ # s, to t > s (bo t jest maksymalny), a wiec, z jednoznacznosci u (k), kt & u,
czyli k & u (¢). Dalej, poniewaz t € Dy (k), wige k € g(u)(), a stad k =; min u (7).
Poniewaz k & u (t), wiec k >; min u (¢). Stad i z warunku ¢ >, s wynika, ze para kt
spelnia warunki 1) i 2) z definicji 3.1 (dla skojarzenia u), a wiec skojarzenie ¢ nie jest
stabilne, wbrew zaloZeniu. Mamy wiec t = s, czyli s = Mg, (k), a wigc ks € h (g (u)).
Udowodniliémy w ten sposéb zawieranie u C h (g (u)).

Aby udowodnié (3), czyli rowno$¢ u = h (g (u)) wystarczy zauwazy¢, ze zbiory u
oraz h (g (u)) sa réwnoliczne. Wynika to stad, ze g (u) jest rownowaga oraz stad, ze
dla dowolnej réwnowagi V, skojarzenie h (V) zawiera doktadnie > ¢, elementéw, tzn.
tyle samo co skojarzenie u (bo u jest zupetne).
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Warunek (4) wynika teraz w prosty sposéb z réwnania (3). Mamy bowiem dla
dowolnego s € S:

w(s) = hg@)(s) = Pg(u)(s).

Stad min g (u)(s) = min u(s) = min @z, (s), a wiec réwnowaga g (u) jest brze-
gowa.

Dow6d lematu 7.3. Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnej réwnowagi porzad-
kowej V, zbiér h (V) jest skojarzeniem stabilnym. Niech u = h (V). Z definicji h (V)
wynika, ze u jest skojarzeniem. Zalézmy, ze u jest niestabilne. Istnieje wiec para ks
taka, ze s > u(k) oraz k >4 [ dla pewnego [ € u(s). Poniewaz [ € u(s) = h(V)(s)
= gy(s) C V(s), a rownowaga V jest porzadkowa, wiec k >, [ implikuje k € V(s).
Stad s € Dy(k). Mamy wiec Dy (k) # @ oraz u (k) = h(V)(k) = My(k) = s, a to jest
sprzeczne z przyjetym na poczatku warunkiem s > u (k). Wynika stad, ze skojarzenie
w = h(V) jest stabilne.

Udowodnimy teraz, ze jesli V jest réwnowagg brzegowa, to g (h (V)) = V. Korzystajac
z definicji 6.1 i 6.3 oraz z definicji funkcji g i &, dla dowolnego s € S mamy:

gh(V)s) = {k € K: k 25 min h (V)(s)} = {k € K: k =; min ¢y (s)}
= {k € K: k =, min V(s)} = V(s),

co koniczy dowédd lematu 7.3, a wiec réwniez twierdzenia 7.1.

8. PRZYKEADY

Podamy teraz dwa przyktady ilustrujace przedstawiong teorie.
PRZYKELAD 8.1.

Niech K = {A, B, C, D, E} oraz S = {X, Y, Z} beda zbiorami kupujacych i sprze-
dajacych odpowiednio. Zat6zmy, ze limity dla sprzedajacych sg réwne: gx = 2, gy = 2,
qz =1, a preferencje kupujacych i sprzedajacych maja postaé¢ A: XYZ, B: YZX, C: YXZ,
D: ZYX, E: ZXY, X: CEBAD, Y: ACBED, Z: BECDA. Rozwazmy skojarzenie u = {AX,
BY, CY, DX, EZ}. Jest to skojarzenie stabilne, poniewaz kupujacy A, B, C, E nie mogg
tworzy¢ par blokujacych (sa skojarzeni z najlepszymi sprzedajacymi na swoich listach
preferencji), skad wynika, Ze jedynymi parami blokujacymi moglyby by¢é pary DZ i DY.
Zauwazmy jednak, ze Z woli E (z ktérym jest skojarzony) od D, a Y woli C i B od
D. Stad DZ i DY nie sg parami blokujgcymi. Skojarzeniu u odpowiada réwnowaga
podstawowa

W = W) = {AD, CB, E}
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(powyzszy zapis oznacza, ze¢ W(X) = {4, D}, W(Y) = {C, B}, W(Z) = {E}). Mamy
wiec tutaj przyktad odpowiedniosci u - W (u), tak jak w twierdzeniu 5.4. Na mocy
tego twierdzenia réwnowaga W (u) jest stabilna, a wiec kazde jej rozszerzenie popra-
wiajace jest réwnowaga.

Przyktadami réwnowag niepodstawowych sa:

U = {BAD, ACB, BE},

V = {CEBAD, ACB, BE},

T = {CEBAD, ACBE, BEC}.

Wszystkie te réwnowagi wyznaczajg to samo skojarzenie u, inaczej moéwiac,
h(U) = h(V) = h(T) = u. Réwnowagi U i V sg rozszerzeniami poprawiajacymi réwno-
wage W (u) (a wiec sg rownowagami na mocy twierdzenia 5.4 i definicji 5.3). Réwnowaga
V jest brzegowa, przy czym g(u) = V. Mamy wiec odpowiednio$¢ u = g(u) =V,
takg jak w twierdzeniu 7.1. Réwnowaga T jest réwnowagg porzadkowg, chociaz nie
jest brzegowa (np. kupujacy E jest kupujacym minimalnym dla sprzedajacego Y, ale
nie tworzy popytu na Y). Réwnowaga T jest jednocze$nie przykladem rozszerzenia
niepoprawiajacego dla W (u) (bo np. kupujacy E jest dla Y gorszy od wszystkich kupu-
jacych, ktérzy spetniaja warunek W (u) wyznaczony przez Y, tzn. od C i B).

Przyktadem skojarzenia niestabilnego dla podanego uktadu preferencji jest sko-
jarzenie

v = {AY, BY, CX, DZ, EX}.

Skojarzenie v jest niestabilne, gdyz np. para CY jest parg blokujacg (C woli Y od
X, a jednoczesnie Y woli C od B). Zauwazmy, ze funkcja

g() = {CE, ACB, BED}

nie jest w tym przypadku réwnowaga, gdyz ani C, ani E nie tworzg popytu na X
(dla warunkéw g (v)). Tym bardziej wiec g (v) nie jest w tym przypadku réwnowagg
brzegows.

PRZYKLEAD 8.2.

W przyktadzie tym okre$lone zostanie skojarzenie niestabilne v, dla ktérego g (v)
jest réwnowagg brzegowa.

Zalézmy, ze K = {A, B, C, D}, S = {X, Y} sa zbiorami kupujacych i sprzeda-
jacych, podaze sprzedajacych sg réwne gx = 2, gy = 2, a preferencje okreslone sg
nastepujaco: A: YX, B: XY, C: YX, D: XY, X: DCBA, Y: CDAB. Rozwazmy skojarzenia:
u = {AY, BX, CY, DX}, v = {AY, BX, CX, DY}. Latwo sprawdzié, ze u jest stabilne,
a v niestabilne (np. para CY jest blokujaca dla v). Odpowiednie réwnowagi podstawowe
majg postac:

W) = {DB, CA},
W) = {CB, DA}.
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Rozszerzenia porzadkowe réwnowag W(u) i W(v) sg jednakowe i maja postac:
gw) = g) = {DCB, CDA}.

Sa to wiec réwnowagi brzegowe (bo u jest stabilne). Oczywiscie h(g(u)) =
=h(gW) = u.

Moze si¢ wiec okazaé, ze réwnowaga brzegowa jest obrazem, przy odwzorowaniu
g, jakiego$ skojarzenia niestabilnego (chociaz, oczywiScie, zawsze jest tez obrazem jed-
noznacznie okreslonego skojarzenia stabilnego, co wynika z twierdzenia 7.1). Wynika
stad, Ze nie da sie z twierdzenia 7.1 wyciagna¢ wniosku analogicznego do wniosku 5.5
(wynikajacego z twierdzenia 5.4), tzn. nie jest prawda, ze skojarzenie u jest stabilne
wtedy, i tylko wtedy, gdy g (1) jest rownowaga brzegowsa.

9. PODSUMOWANIE

W pracy zostaly okreslone zwigzki miedzy skojarzeniami stabilnymi w modelu
Gale’a-Shapleya a odpowiednio okreslonymi réwnowagami rynkowymi. Pojecie row-
nowagi zostato zdefiniowane w bardzo ogdlny sposéb — za pomocg uktadu warunkéw,
ktére muszg spetniaé¢ kupujacy, jesli chcg nabyé dobra oferowane przez sprzedajacych.
Szczegbélnym rodzajem tego typu warunkéw sg warunki cenowe, wystepujace w kla-
sycznych modelach réwnowagi rynkowej. Uzyskane wyniki moga stuzy¢ do badania
rownowag w dyskretnych modelach rynkéw za posrednictwem teorii skojarzen stabil-
nych. Pierwszy oczywisty wniosek jest taki, ze w przedstawionym modelu rynku istnieje
przynajmniej jedna réwnowaga brzegowa (a wiec réwniez cenowa) — bo w modelu
Gale’a-Shapleya zawsze istnieje co najmniej jedno skojarzenie stabilne. Jesli z kolei, przy
danym uktadzie preferencji, skojarzen stabilnych jest odpowiednio duzo (w niektérych
przypadkach liczba ta moze zaleze¢ nawet wyktadniczo od liczby uczestnikéw rynku
- zob. [4]), to mamy gwarancje istnienia odpowiednio duzej liczby réwnowag brzego-
wych (czyli istotnie réznych, tzn. dajacych rézne skojarzenia, réwnowag cenowych).
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ROWNOWAGI NA RYNKACH Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI
Streszczenie

W artykule wprowadzono pojecie réwnowagi rynkowej w modelu rynku z dwustronnymi preferen-
cjami (model jest wzorowany na znanym modelu rekrutacji kandydatéw do szkél, pochodzacym od Gale’a
i Shapleya z 1962 roku). Zbadano zwiazki wprowadzonego pojecia réwnowagi z pojeciem skojarzenia
stabilnego zdefiniowanego przez Gale’a i Shapleya.

Stowa kluczowe: réwnowaga rynkowa, dwustronne preferencje, skojarzenie stabilne

EQUILIBRIA IN MARKETS WITH TWO-SIDED PREFERENCES
Summary

In the paper we have introduced a concept of market equilibrium in the model of market with two-
sided preferences (the model is based on the well-known Gale-Shapley model of college admissions from
1962). We have investigated relationships between our concept of equilibrium and the concept of stable
matching as defined by Gale and Shapley.

Key words: Market equilibrium, Two-sided preferences, Stable matching, College admissions, Gale-
Shapley model



